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严 加 安 


《法 兰 西数 学 精品 译 从 》 序 


随 着 解析 几何 及 微 积分 的 发 明 而 兴起 的 现代 数学 , 在 其 发 展 过 程 中 , 一 批 卓越 
的 法 国 数学 家 发 挥 了 杰出 的 作用 , 作出 了 黄 基 性 的 贡献 . 他 们 像 灿 烂 的 星斗 发 射 着 
溜 眼 的 光辉 , 在 现代 数学 史上 占据 着 不 可 蔡 代 的 地 位 , 在 大 学 教科 书 、 各 种 专著 及 种 
种 数学 史 著 作 中 都 频繁 地 出 现 着 他 们 的 英名 . 在 他 们 当中 , 包括 笛 卡 儿 、 费 尔 马 、 巴 
斯 卡 、 达 朗 贝 尔 、 拉 格 朗 日 、 蒙 日 、 拉 普 拉 斯 、 勒 让 德 、 傅 里 叶 、 泊 松 、 柯 西 、 刘 维 
尔 、 爷 罗 华 、 庞 加 莱 、 嘉 当 、 勒 贝 格 、 魏 伊 、 勒 雷 、 施 瓦尔 芯 及 里 岔 斯 等 等 这 些 耳 熟 
能 详 的 名 字 , 也 包括 一 些 现今 仍然 健在 并 继续 作出 重要 贡献 的 著名 数学 家 ， 由 于 他 
们 的 出 色 成 就 和 深远 影响 , 法 国 的 数学 不 仅 具有 深厚 的 根基 和 领先 的 水 平 ， 而 且 具 
有 优秀 的 传统 和 独特 的 风格 , 一 直 在 国际 数学 界 享 有 盛誉 

我 国 的 现代 数学 , 在 20 世纪 初 通过 学 习 西 方 及 日 本 才 开 始 起 步 , 并 在 艰难 曲折 
中 发 展 与 成 长 , 终 能 在 2002 年 成 功 地 在 北京 举办 了 国际 数学 家 大 会 ， 在 一 个 世纪 的 
时 间 中 基本 上 跟 上 了 西方 历经 四 个 多 世纪 的 现代 数学 发 展 的 步伐 实现 了 跨越 式 的 
发 展 . 这 一 巨大 的 成 功 , 源 于 好 几 代 数学 家 持续 不 断 的 艰苦 奋斗 ， 源 于 我 们 国家 综合 
国力 的 提高 所 给 予 的 有 力 支 撑 ， 源 于 改革 开放 国策 所 带 来 的 强大 推动 , 也 源 于 很 多 
国际 数学 界 同 仁 的 长 期 鼓励 、 支 持 与 帮助 。 在 这 当中 ， 法 兰 西数 学 精品 长 期 以 来 对 我 
国 数学 界 所 起 的 积极 影响 , 法 兰 西数 学 的 深厚 根基 、 无 比 活力 和 优秀 传统 对 我 国 数 
学 家 所 起 的 不 可 低估 的 潜移默化 作用 ， 无 疑 也 是 一 个 不 容 忽 视 的 因素 . 足以 证 明 这 
一 点 的 是 : 在 我 国 的 数学 家 中 , 有 不 少 就 曾经 留学 法 国 ， 直接 受到 法 国 数学 家 的 栽培 
和 法 兰 西 数学 传统 和 风格 的 世 陶 与 感召 而 更 多 的 人 也 或 多 或 少 地 通过 汲取 法 国 数 
学 精品 的 营养 而 逐步 走向 了 自己 的 成 熟 与 辉煌 

由 于 语言 方面 的 障碍 ， 用 法 文 出 版 的 优秀 数学 著作 在 我 国 的 传播 受到 了 较 大 的 
限制 . 根据 一 些 数学 工作 者 的 建议 ， 并 取得 了 部 分 法 国 著名 数学 家 的 热情 支持 , 高 等 


. 这. 《法 兰 西数 学 精品 译 从 了》 序 


教育 出 版 社 决定 出 版 4 法兰西 数学 精品 译 丛 》 将 法 国 的 一 些 享 有 盛誉 并 有 着 重要 作 
用 与 影响 的 数学 经 典 以 及 颇具 特色 的 大 学 与 研究 生 数 学 教材 及 教学 参考 书 ， 有 选择 
地 从 法 文 原文 分 批 翻 译 出 版 . 这 一 工作 得 到 了 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基 
金 的 支持 和 赞助 , 对 帮助 并 推动 我 国 读者 更 好 地 学 习 和 了 解法 国 的 优秀 数学 传统 和 
杰出 数学 成 就 , 进一步 提升 我 国 数学 (包括 纯粹 数学 与 应 用 数学 ) 的 教学 与 研究 工作 
的 水 平 , 将 是 意义 重大 并 影响 深远 的 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2008 年 5 月 26 日 


和 希 尔 伯 特 空间 上 的 分 析 及 算 子 的 谱 理论 是 现代 数学 、 物 理 及 工程 科学 的 众多 分 
支 中 不 可 或 缺 的 工具 , 特别 是 在 下 述 领域 中 : 

一 一 偏 微分 方程 理论 ; 

一 一 量子 力学 ; 

一 一 信号 处 理 ; 

一 一 巡 历 理论 . 

约翰 . 冯 . 诺 伊 曼 是 1930 年 左右 认识 到 希 尔 伯 特 空间 上 的 分 析 在 量子 力学 中 
的 重要 性 的 先驱 之 一 . 在 这 之 后 , 希 尔 伯 特 空间 上 的 算 子 理论 始终 在 不 停 地 发 展 , 而 
源 于 群 表 示 论 、 量 子 场 论 、 量子 统计 力学 以 及 Alain Connes 自 20 世纪 80 年 代 起 开 
创 和 发 展 的 非 交 换 几 何 的 需要 都 为 这 种 发 展 提供 了 强大 的 动力 . 

雅克 . 迪 斯 米 埃 在 算 子 代数 领域 有 着 巨大 的 影响 . 除了 他 自己 在 这 一 领域 所 作出 
的 重要 贡献 , 他 还 为 传播 穆 雷 (F.J .Murray) 和 汉 . 诺 伊 曼 的 工作 做 了 许多 努力 . 他 的 
专著 Les algébres diopErateurs dans Wespace hilbertien ( 英 译本 von Neumann Algebras) 
和 Les C*-algebres et leurs représentations ( 英 译本 Cr* algebras) 在 它们 问世 后 的 几 
十 年 里 一 直 是 世界 各 国 该 领域 的 工作 者 人 门 与 参考 的 必 备 书籍 . 他 创立 并 长 期 领导 
的 法 国 算 子 代数 学 派 , 至 今 在 世界 上 仍 是 具有 极 大 影响 力 的 . 他 还 直接 或 间接 指导 
了 为 数 众 多 的 研究 生 . 不 仅 如 此 , 他 在 其 他 一 些 数学 领域 , 比如 李 群 的 表示 论 以 及 包 
络 代数 理论 中 , 都 有 很 突出 的 工作 . 

雅 苑 . 迪 斯 米 埃 不 仅 是 一 位 伟大 的 数学 家 , 他 还 是 一 位 众所周知 的 优秀 教师 . 他 
的 Cours de mathématiques du premier cycle (《 大 学 数学 教程 》 两 卷 , 其 中 第 一 卷 
有 高 等 教育 出 版 社 的 中 译本 ) 曾 为 无 数 法 国学 生 所 使 用 . 在 硕士 水 平 上 , 雅克 . 迪 斯 
米 埃 在 巴黎 第 六 大 学 (又 称 皮 埃 尔 和 玛丽 . 居 里 大 学 ) 曾经 教授 过 多 年 的 《 希 尔 伯 特 


这， 中 译本 序 


空间 上 的 算 子 谱 理论 》. 他 发 给 学 生 的 手写 油印 讲义 就 是 本 书 的 原稿 . 在 法 国有 好 
几 代 学 生 曾 得 益 于 此 . 
”仅仅 要 求 点 集 拓扑 和 积分 理论 的 非常 简单 的 基础 知识 , 这 一 教程 给 出 了 算 子 谱 
理论 的 非常 清晰 、 优 雅 而 且 完 备 的 叙述 . 在 用 初等 方法 讲述 了 希 尔 伯 特 空间 的 基本 
工具 以 后 , 所 有 的 基本 结果 都 被 循序 渐进 地 涉及 了 ， 直到 自 共 罗 算 子 的 谱 分 解 和 单 
参数 酉 算 子 群 的 研究 : 这 些 是 所 有 希望 深入 学 习 数学 或 者 物理 的 学 生 都 必须 掌握 的 
一 些 知 识 . 

非常 遗憾 , 本 书稿 在 法 国 并 没有 出 版 . 我 们 有 理由 相信 , 由 雅克 . 迪 斯 米 埃 的 
再 传 弟子 之 一 的 姚 一 售 所 翻译 的 这 一 中 文 版 将 使 为 数 众 多 的 中 国 读者 都 能 够 从 中 受 
益 . 本 书 必 将 成 为 这 一 领域 的 师 生 与 科研 工作 者 的 案头 用 书 . 


克莱尔 . 阿南 塔 哈 曼 - 德 拉 堆 什 
法 国 奥尔良 大 学 教授 @ 


©O Claire Anantharaman Delaroche 是 雅克 . 迪 斯 米 埃 的 学 生 ， 奥 尔 良 大 学 教授 ， 算 子 代数 专家 . 
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历史 回顾 


许多 数学 物理 问题 (Dirichlet 问题 , 膜 振动 问题 , 等 等 ) 最 后 都 归结 为 积分 方程 
积分 方程 的 例 . 设 K 是 [a, 09] x [a,9| 上 给 定 的 复 值 函 数 . 对 于 函数 zx: [a,b] — C, 
我 们 由 


[ Kt)al s)ds = y(t) (1) 


来 定义 y: [ae, 一 C. 

若 y 已 知 而 z 未 知 , 有 没有 解 , 有 多 少 解 ? 

1900 年 前 后 , 若干 数学 家 (Schwarz， Poincaré, Fredholm) 用 通 近 方法 研究 过 这 
个 问题 . 我 们 用 间距 非常 小 的 点 s1,.… ,sn 来 分 割 区 间 [c, 中 ; 我 们 考虑 函数 x (或 者 
y) 在 这 些 点 的 取 值 x1,… ,zn (或 者 yi，,… ,y,). 于 是 积分 方程 (1) 就 变 成 了 


Dkiri = (i=1,...,n), (2) 
j=1 
其 中 &; 是 已 知 复数 . 然后 我 们 对 于 ”一 +oo 取 极 限 . 
解 方程 (2) 的 关键 在 于 分 析 C" 上 以 (ki;) 为 矩阵 的 线性 算 子 类 似 地 , 要 解 
决 (1), 就 是 要 分 析 把 [a,8] 上 的 函数 > 变 成 由 (1) 定义 的 函数 的 变换 v. 
在 有 限 维 的 情形 , 要 分 析 一 个 一 般 的 线性 算 子 已 经 相当 麻烦 了 , 我 们 知道 这 最 
后 归结 到 Jordan 分 解 . 如 果 我 们 有 ; = Ei, 那么 情况 就 要 简单 地 多 . 这 个 时 候 我 
们 总 能 够 选取 一 组 标准 正 交 基 来 把 w 化 简 为 对 角 和 矩阵 ， 同样, 对 于 (1) 的 分 析 在 函 
数 天 是 “Hermite”( 即 K(y,z) = K(z,y)) 的 时 候 也 会 变 得 简单 . 
研究 (1) 的 另外 一 个 办 法 是 Hilbert 提出 的 : 


为 简单 起 见 , 假设 [中 = [0,2n]. 设 > oo 是 y 的 Fourier 展开 式 , 并 设 


“2 历史 回顾 


二 oo Tn 
》_ane"” 是 z 的 Fourier 展开 式 : 这 里 ov 是 未 知 量 . 而 函数 上 K(s,t)z(s) ds 
0 


的 Fourier 系数 为 
1 


2r  . 2 
于 人 en™t | K(s,t)z(s) ds. 


这 样 我 们 就 有 等 式 
2x p27 be 十 oo 十 co 2mr AP27 _ 
2rcn = Kl(s,tjle ™ er?s jdsdt= 上 Kl(s,t)je?se ™ dsdt. 
m= f Ke Soe) Dh hh Ke 


这 样 我 们 就 得 到 一 个 有 无 穷 多 个 未 知 量 和 无 穷 多 个 方程 构成 的 线性 方程 组 . 

一 言 以 蔽 之 , 通过 不 同 的 方式 , 最终 我 们 都 把 问题 归结 为 研究 无 限 维 向 量 空间 
上 的 线性 算 子 , 特别 是 Hermite 算 子 . 我 们 要 选择 适当 的 无 限 维 空间 : 在 本 书 中 我 们 
处 理 的 都 是 Hilbert 空间 . 


0 可 和 族 (后 集 拓扑 学 复习 ) 


1) 设 (z1,z2,…) 是 一 个 复数 序列 ; 我 们 有 级 数 并 zw 的 收敛 性 的 概念 , 也 可 以 
在 级 数 收敛 的 前 提 下 定义 它 的 和 ; 这 个 概念 和 指标 集合 {1,2,…} 的 自然 序 有 关 . 在 
很 多 情况 下 (两 重 级 数 等 等 ), 我 们 需要 讨论 的 复数 集合 的 指标 集 没 有 明显 合适 的 序 ; 
但 是 我 们 仍然 要 讨论 这 样 的 复数 集合 的 可 求 和 性 及 其 和 数 . 

2) 设 (zi)ier 是 一 族 复 数 , 其 中 7 是 任意 集合 . 我 们 称 它 可 和 且 和 为 s, 如 果 : 

对 于 任意 e > 0, 存在 了 的 有 限 子 集 .nh, 使 得 对 于 了 中 任意 包含 有 1 的 有 限 子 集 
J, 都 有 

lsy 一 引用 < (Res, 一 二 = 
i€J 
这 时 我 们 记 
s 一 Dzi. 
ieI 

3) Cauchy 判别 准则 . 一 个 族 (zi)zer 可 和 , 当 且 仅 当 : 对 于 任意 s > 0, 存在 I 的 
有 限 子 集 ,使 得 对 于 7 中 任意 和 .hh 不 交 的 有 限 子 集 K, 我 们 都 有 |sx| < &. 

4) 定理 . 一 个 族 (zi)jier 可 和 , 当 且 仅 当 族 (|zi|)icr 可 和 . 

5) 当 了 = N 时 , 我 们 可 以 讨论 级 数 并 zx; 是 否 收敛 , 或 者 是 否 绝对 收敛 . 各 种 相 
关 概 念 之 间 的 关系 总 结 如 下 : 


族 (zi)ier 可 和 < 一 > 族 (|zi|)ier 可 和 
J 1 
级 数 ”zi 收敛 <= 级 数 并 绝对 收敛 . 


而 且 ， 若 族 (Zi)ier 可 和 ， 则 其 和 就 是 级 数 > Ti 的 和 . 


加 0 ”可 和 族 (点 集 拓扑 学 复习 ) 


6) 设 有 满足 zx; > 0 的 一 族 数 (zi)ier. 则 
(zi)ie! 可 和 <> (s7) er, 有限 是 有 界 的 ， 


且 在 此 情况 下 
>», 0 Sup SJ. 
i€T 
如 果 (sy) 不 是 有 界 的 , 那么 族 (zi)ier Ne 这 时 我 们 记 
> Ti = 十 oo， 


ZE 了 

这 样 任意 一 个 非 负数 族 就 都 有 一 个 和 

如 果 了 工 = N， DD ee 2 zi 的 上 确 界 ， 人 zi 的 数 . 
和 且 其 和 为 s( 这 里 s e 万 )， 各 果 有 

对 于 任意 s > 0, 存在 了 的 有 限 子 集 1, 使 得 对 于 了 中 任意 包含 .1 的 有 限 子 集 
J ,都 有 

[sy > 引 | <e (证 ie 一 二 = s 
i€EJ 

这 时 我 们 记 
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i€ET 
8) 这 一 情况 下 的 Cauchy 判别 准则 和 3) 中 完全 一 样 ， 内需 把 绝对 值 换 成 向 量 的 
模 即 可 . 
9) 在 一 般 情况 下 , 我 们 只 有 


(zijie! 可 和 < 一 (lzil|)ier 可 和 . 
10) 当 I=N 时 ， 


族 (zi)ier 可 和 <— 族 (||zil|)ier 可 和 
J 了 
级 数 和 zi 收敛 < 级 数 和 zi 收敛 . 


I Hilbert 空间 


1.1 半 双 线性 型 


1.1.1 设 EB, 玉 是 复 向 量 空间 . 所 谓 E x F 上 的 半 双 线性 型 是 指 从 x 下 到 CC 
的 一 个 满足 下 述 条 件 的 映射 了 : 


对 于 x1,72 € E,ye F, 有 f(zi+ 72,y) = f(r1,Y) + f(r2,Y); (1) 
对 于 ze E,yeF,MeC, 有 f(r,y) = Mf(z,Y); (2) 
对 于 ze BE,yi,y2 € F, 有 f(x,y + vy) = f(z,9) + f(r,y2); (3) 
对 于 zeE,yerneC, 有 f(z,1y) = Rf (rx,y). (4) 


1.1.2 由 (1), (2), (3), (4), 我 们 得 到 , 对 于 任意 的 z1,.… ,zw € BB, yi,... ,ys e 
F, 和 AI …， Mn, Ki, Hp EC, 


f E nes | > > (5) 
i ME J 
1.1.3” 例 . 考虑 亡 = 玉 = C", 并 对 和),… ,和 np1,… ;Jn EC 定义 
f(AN1 ,Mn), (1 ,pn)) = A + + nTm. 
则 了 是 Cr x C" 上 的 一 个 半 双 线性 型 . 


1.1.4 ” 例 . 更 一 般 的 , 设 EE, 已 是 两 个 有 限 维 线性 空间 ，(ai,…… ,an) 是 艺 
的 一 组 基 ， (01 , bp) 是 F 的 一 组 基 . 设 (Qij) 古人 7 X 也 复 和 矩阵 . 对 于 z= 
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Aio1l 十 '… 十 Xnan EB 和 Y= p01+… + Wpbp € PF, 定义 


n p 
f(z,9) = > > oi Np: 
i=1 j=1 
容易 验证 , f 是 BE x F 上 的 一 个 半 双 线性 型 . 如 果 EE = FF = C", 所 选择 的 基 正 好 
是 Cn 的 标准 正 交 基 , 且 oi; = 5;; (Kronecker 符号 ), 那么 我 们 又 重新 得 到 上 面 的 例 
1.1.3. 

1.1.5 例 1.1.4 的 意义 在 于 , 它 给 出 了 有 限 维 空间 上 半 双 线性 型 的 最 一 般 形式 . 
具体 地 说 , 设 E, FF, (ai), (5;) 如 1.1.4 中 所 述 . 设 5 是 巨 x 上 全 体 半 双 线 性 型 构 
成 的 集合 , 而 At 是 所 有 n xp 复 和 矩阵 构成 的 集合 . 对 于 任意 M s M, 我 们 根据 1.1.4 
定义 一 个 x F 上 的 半 双 线性 型 . 对 于 任意 的 fs S, 我 们 可 以 定义 f 对 于 基 (a;)， 
(b;) 的 矩阵 , 即 由 ai; = f(ai,b;) 定义 的 n xp 复 和 矩阵 (aij). 这 样 我 们 就 得 到 了 一 个 
从 M 到 5 的 映射 和 一 个 从 S 到 MM 的 映射 . 它们 是 互 逆 双 射 . 事实 上 : 

1. 设 fe 5S. 若 了 的 和 矩 阵 是 (oi;), 而 (ai) 对 应 的 半 双 线性 型 是 9， 则 我 们 有 


g(ai,b;) = aij = f (ai, b;), 
这 样 根据 (5) 就 得 到 f = g. 
2. 设 (ai;) s M. 设 f 是 (ai;) 对 应 的 半 双 线性 型 , 而 (8;;) 是 f 的 矩阵 . 我 
们 有 
Bi; = f(ai,b;) = aij, 
所 以 (Bi;) = (ai;). 
这 样 我 们 就 能 够 构造 出 所 有 有 限 维 的 半 双 线性 型 . 
1.1.6 设 马 是 一 个 复线 性 空间 , f 是 巨 x 互 上 的 一 个 半 双 线性 型 . 那么 只 要 对 


于 所 有 的 ze E 知道 f(zx,z), 我 们 就 可 以 确定 所 有 f 的 值 了 . 事实 上 , 我 们 有 下 述 
恒等式 ( 称 为 极 化 恒等式 ): 


4f(z,y) = f(r+Y, T+ — fr yr- y+if(r+tiy,r+iy) -if(s —iy,z— iy). (6) 
这 是 因为 


f(T+Yy,T+Y) = f(z,7) + f(z,y) + f(y,7) + fly,y), 
—f(z— ys—Y) = f(r,7) + f(r,y) + f(y,7) — f(y,y), 
if (2 +iy,z + iy) = if(z,2)+ f(z,9) — f(y,7) +if(y,y), 
-if(z —iy,x— iy)= if(z,7)+ f(z,9) — f(y,7)— if(y,y), 


逐 项 相 加 即 得 (6) 式 . 


1.2 Hermite 型 A 


1.1.7 在 和 1.1.6 同样 的 假设 下 , 我 们 用 完全 类 似 的 方式 可 以 得 到 下 述 恒等式 
( 称 为 对 角 线 恒等式 ): 


1.2 Hermite 型 


1.2.1 设 瑟 是 一 个 复线 性 空间 ， 我 们 称 B x 妃 上 的 一 个 半 双 线性 型 是 一 个 
Hermite 型 , 若 它 还 满足 下 述 条 件 : 对 于 zr, y EE, 


fly, 7) = f(z,y). (8) 


1.2.2 如 果 一 个 x 到 C 的 映射 满足 (1), (2) 和 (8), f 显然 是 一 个 
Hermite 型 . 


1.2.3 例 1.1.3 是 Cr" 上 的 Hermite 型 的 一 个 例子 . 


1.2.4 设 马 是 一 个 有 限 维 复线 性 空间 , (e1,… ,en) 是 五 的 一 组 基 , f 是 x 万 
上 的 一 个 半 双 线性 型 , (ai;) 是 它 的 关于 基 (ei), (ei) 的 矩阵 (或 者 更 为 简明 地 称 之 为 
f 关于 基 (ei) 的 和 矩阵 ).f 是 Hermite 型 当 目 仅 当 (Qij) 是 Hermite 和 托 阵 , 即 对 于 任 
意 的 ; 和 了 有 ai; = azi. 必要 性 是 显然 的 , 充分 性 部 分 可 以 用 (5) 证 明 . 


1.2.5 定理. 设 媚 是 一 个 复 向 量 空间 , 是 媚 x 媚 上 的 一 个 半 双 线性 型 下 述 
条 件 是 等 价 的 : 
(i) f 是 Hermite 型 ， 
(i) 对 于 任意 的 ze E, f(x,7x) eRR. 
若 f 是 Hermite 型 , 则 对 于 任意 的 ze 万 f(x,7) = f(z,7), 即 /zz) ER. 
假设 我 们 已 有 条 件 (i)， 对 于 x,y e ,定义 g(z,y) = f(y,z)， 那么 显然 g 是 
已 x 五 上 的 一 个 半 双 线性 型 . 由 假设 , 我 们 知道 对 于 任意 的 ze 万 ， 9(z;Z) = f(x, 7), 
所 以 由 (6), f = g, 所 以 f 是 Hermite 型 . 


1.2.6 设 / 是 已 上 Hermite 型 . 我 们 称 巨 中 元 素 x,y (关于 了 f) 是 正 交 的 , 若 
f(z,y) = 0. 这 个 关系 对 于 x 和 yy 是 对 称 的 . EE 中 子 集 M,N 称 为 正 交 的 , 若 M 中 
任意 元 素 和 N 中 任意 元 素 都 是 正 交 的 . 车 M 和 N 正 交 , 则 M 中 元 素 的 任意 线性 
组 合 和 中 元 素 的 任意 线性 组 合 都 是 正 交 的 . 


1.2.7 设 MCEB. 中 和 M 正 交 的 全 体 元 素 构成 的 集合 是 巨 的 一 个 线性 子 
空间 , 记 作 M+, (不 太 精 确 地 ) 称 作 5 中 和 M 正 交 的 子 空间 . 
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1.2.8 特别 地 , E+ 是 EB 的 一 个 线性 子 空间 , 称 为 A i 这 是 满足 对 于 所 有 
的 ye 五 都 有 f(x,y) = 0 的 那些 ze 五 构成 的 集合 关 {0}, 则 称 f 是 退化 
的 ; 若 B+ = {0}, 则 称 f 是 非 退 化 的 . i 马 关 {0}, 而 f 恒 等 
于 0( 此 时 我 们 有 E+ = 万 ). 


1.2.9 以 Fr' 记 线 性 空间 E/E+. 取 商 空间 的 过 程 中 可 以 由 f 得 到 p' 上 的 一 
个 f'. 对 于 zy eB'. 取 z', vy 在 台中 的 代表 元 rz y， 则 f(z,y) 只 依赖 于 zx， 
y, 而 和 具体 的 代表 元 无 关 ; 事实 上 , 如 果 zi yi 是 z', Y 的 另外 一 组 代表 元 , 我 们 有 
21 二 2 二 + 人 太 =y+u( 其 中 心 we 五 上 ,因此 


f(z1,91) = jy) 十 Ju) 十 Fo 十 FU) 
= f(x,y) +0+0+0= zy). 


于 是 我 们 可 以 定义 f(z',y) = f(z, 中). 因为 f 是 Hermite 型 , 我 们 立即 可 以 得 到 妃 
也 是 Hermite 型 . 后 者 是 非 退 化 的 . 事实 上 , 设 zw e E', 并 设 对 于 任意 的 ye BE' 都 
有 f(z',y) = 0. 选择 w 在 妃 中 的 代表 元 > 那么 对 于 任意 的 ye BE, ftz 切 一 0 
所 以 ze 互 上 , 即 zx = 0. 

我 们 称 f' 是 和 /相关 联 的 非 退 化 Hermite 型 . 若 f 本 身 就 是 非 退 化 的 , 则 户 
就 是 f. 

这 个 构造 使 得 我 们 可 以 把 关于 Hermite 型 的 几乎 所 有 问题 都 归结 到 非 退 化 的 情 
形 . 


1.2.10 设 zi, xo,… ,zn 是 马 中 两 两 正 交 元 素 . 我 们 有 ( 勾 股 定理 ): 
(zi 十 二 Tn, Tl 守 二 zn) 二 f(z1, 71) i + f(zTn, Tn). (9) 


这 是 (5) 的 直接 推论 . 


1.3 准 Hilbert 空间 


1.3.1 设 / 是 互 上 的 一 个 Hermite 型 . 我 们 称 f 是 半 正 定 的 , 如 果 对 于 任意 
的 ze E, f(z,7z) > 0. 一 个 复线 性 空间 及 其 上 一 个 半 正 定 Hermite 型 就 构成 了 一 个 
( 复 ) 准 Hilbert 空间 . 有 时 候 一 个 半 正 定 Hermite 型 也 被 称 为 一 个 数量 积 . 在 研究 一 
个 准 Hilbert 空间 BB 的 时 候 , 我 们 通常 用 (z|y) 来 表示 EE 中 两 个 元 素 zx 和 y 的 数量 
积 . 


1.3.2 设 轧 , Bo 是 准 Hilbert 空间 . 所 谓 Bi 到 Es 的 一 个 同 构 映射 是 指 一 个 
从 妃 到 思 的 线性 双 射 f, 对 于 任意 的 z, ye 刀 1, 满足 (f(z)|f(y)) = (zly). 两 个 准 
Hilbert 空间 称 为 是 同 构 的 , 如 果 存 在 从 第 一 个 空间 到 第 二 个 空间 的 一 个 同 构 映 射 . 


1.3 准 Hilbert 空间 9 ， 


1.3.3 ” 例 . 1.1.3 中 给 出 的 Hermite 型 是 半 正 定 的 . 我 们 称 之 为 C" 上 的 典范 
数量 积 . 


1.3.4” 例 . 但 是 , 当 p<n 时 , 由 
fs An) pa pn) = A pn Mm 
定义 的 C"” 上 Hermite 型 f 就 不 是 半 正 定 的 . 


1.3.5 ” 例 . 设 马 是 所 有 形 如 (A1, 和 2,…) 的 只 有 有 限 项 非 零 的 复数 序列 构成 
的 复 向 量 空 s 间 ]. 对 于 (A1, M2,- : . )， (j,k42,…)E 马 定义 


(1, Ma, )|(p1, p12,**:)) = A + Anz + 
容易 验证 我 们 这 样 就 给 出 了 瑟 上 的 一 个 数量 积 


1.3.6 ” 例 ， 更 一 般 地 , 设 7 是 一 个 集合 . 设 巨 是 由 那些 只 有 有 限 项 非 零 的 
复数 集合 (Ai)ier 构成 的 复线 性 空间 .对 于 (Xijicm (wjicr e 为 定义 ((A)l(0o)) = 
2jier 和 Ts， 我 们 得 到 上 的 一 个 数量 积 . 对 于 7 = {1,2,3,…}, 我 们 得 到 例 1.3.5: 
对 于 了 = {1,2,:… ,n}, 我 们 得 到 例 1.3.3. 


1.3.7 例 . 设 入 是 R 中 线段 . 设 马 是 人 上 具有 紧 支 集 的 连续 复 值 函 数 构成 
的 集合 . 它 自然 地 是 一 个 复线 性 空间 . 对 于 g, he ,定义 


(= [gd iG 
易 证 这 样 我 们 定义 了 互 上 的 一 个 数量 积 


1.3.8 ” 例 . 更 一 般 地 , 设 X 是 一 个 局 部 紧 空间 , y 是 X 上 一 个 正 测度 . 设 友 
是 X 上 有 紧 支 集 的 连续 复 值 函数 构成 的 线性 空间 . 对 于 g, he EE, 定义 


(ly) = 人 sg 和 ant) 


我 们 得 到 上 的 一 个 数量 积 . 我 们 取 X 为 线段 人 A, 而 为 人 A 上 的 Lebesgue 测度 ， 
我 们 就 得 到 了 例 1.3.7. 取 X 为 一 个 离散 空间 7 而 测度 y 在 了 的 每 一 点 都 有 质量 
1, 我 们 就 得 到 了 例 1.3.6. 


1.3.9 ” 例 . 设 态 是 满足 > |Anl? < 十 oo 的 序列 (A1, 和 2,… ) 全 体 构成 的 集合 . 
对 于 任意 复数 a 和 p， 利用 一 种 非常 特殊 的 对 角 线 恒等式 ， 我 们 有 


la+BhP = 2|al? +2I8P -|a— Bl < 2lal? + 2|6]. 
易 知 刀具 有 自然 的 复线 性 空间 结构 . 对 于 (和 ,), (jw) e EE 和 任意 的 n， 


21Anl|pnl < [Xn]? J ua 
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因此 级 数 》 和 sm 绝对 收敛 . 这 样 可 以 定义 


(Qa) (pn) = DA. 


我 们 就 定义 了 瓦 上 的 一 个 数量 积 . 这 样 得 到 的 准 Hilbert 空间 记 作 42. 
1.3.10 ” 例 . 更 一 般 的 , 对 于 集合 1, 以 B 记 所 有 满足 》 | 和 |? < +oo 的 族 


(ijier 的 集合 . 它 具 有 一 个 自然 的 复 向 量 空间 结构 . 对 于 (Xi)， a E 五 , 族 (Npi)ier 
是 可 和 的 . 我 们 可 以 由 
(Om)) = > NT 
1E 了 
来 定义 上 的 数量 积 . 这 样 得 到 的 准 Hilbert 空间 记 作 《2(7). 
设 7 和 J 是 等 势 集 , 则 42(7) 和 42(J) 同 构 ， 特 别 地 , 若 I 是 可 数 无 限 集 , 则 
l2(7D) 和 L2 同 构 . 车 I 是 有 限 集 , 有 ”个 元 素 , 则 (7T) 和 具备 典范 数量 积 的 Cn 同 
构 . 


1.3.11 ” 例 . 设 和 A 是 RR 中 线段 , 是 和 A 上 对 于 Lebesgue 测度 平方 可 积 的 复 
值 函数 全 体 构 成 的 集合 . 因为 对 于 9 h € 万 ， 


lg + hl? < 219|2 十 27 2， 
集合 互 具 有 自然 的 复 向 量 空间 结构 . 若 g, he EB, 乘积 gh 在 A 上 是 可 测 的 , 且 根 据 
2|gllh| < 19 拓 十 |hl?, 


9h 在 A 上 是 可 积 的 . 因此 我 们 可 以 用 


(gn) = /9 RG at 
来 定义 上 的 一 个 数量 积 . 这 样 得 到 的 准 Hilbert 空间 记 作 C2(A). 


1.3.12 ” 例 . 更 一 般 的 , 对 于 一 个 局 部 紧 空间 X 和 其 上 一 个 正 测度 y( 或 者 更 
为 一 般 的 考虑 一 个 测度 空间 (X,p)). 设 巨 是 关上 关于 平方 可 积 的 复 值 函数 构成 
的 复线 性 空间 . 对 g, h € 五 , gh 可 积 , 我 们 可 以 用 


(glh) = 上 g(t) RE dult) 


来 定义 巨 上 的 一 个 数量 积 . 这 样 得 到 的 准 Hilbert 空间 记 作 C2(X, 四. 取 例 1.3.8 中 
的 和 就 可 以 得 到 例 1.3.10 和 1.3.11. 


1.4 内 积 空 间 : 11 ， 
人 


1.3.13 ”定理 (Cauchy-Schwarz 不 等 式 )， 设 已 是 一 个 准 Hilbert 空间 .对 
于 任意 的 z, y € ,我 们 有 


[zh < (zlz) (yly). 
对 于 任意 的 As C, 我 们 有 
0 < (z + MIz + MN) = Myy) 十 Alz) 十 A(zly) 十 (zlz). (10) 
沫 上 (yly), 我 们 由 计算 可 得 
0 < Nyly) + (z1y)) Nyly) + (ylz)) + (zlz) (yly) — (zly) (ylz). (11) 
首先 假设 (yly) 关 0. 我 们 可 以 取 入 = 一 (zly)/(yly), 那么 (11) 就 给 出 
0 < (zlz)(yly) — (zly) (ylz), 


即 定理 中 的 不 等 式 . 车 (zlz) #0, 那么 只 要 在 上 述 推理 中 交换 zx 和 y 的 位 置 就 可 以 
了 . 最 后 , 若 (zlz) = (yly) = 0, 则 (10) 就 简化 为 


0 < A(ylz) + Mzly). (12) 


在 (12) 中 取 入 = 一 (zjy), 就 得 到 


0 < —(zx|y) (zly) — (zly) (zly) = —2|(z|y)|?, 
即 (zjy) = 0. 定理 中 的 不 等 式 仍然 成 立 . 


1.3.14 设 马 是 一 个 准 Hilbert 空间 , Br’ 是 已 的 一 个 线性 子 空间 . 上 的 一 个 
数量 积 在 B' 上 的 限制 是 Br 上 的 一 个 数量 积 . 这 样 , B' 自动 就 是 一 个 准 Hilbert 空 
间 . 

例如 , 例 1.3.5( 相 应 地 , 1.3.6, 1.3.7, 1.3.8) 中 考虑 的 准 Hilbert 空间 就 是 42( 相 应 
地 , 如 (了 ), C2(A), C2(X AD)) 的 准 Hilbert 子 空间 . 


1.4 ”内 积 空间 
1.4.1 定理. 设 妃 是 一 个 准 Hilbert 空间 . 则 Et 是 媚 中 满足 (zlz) = 0 的 
设 ze 五 +, 显然 我 们 有 (zlz) = 0. 反之 , 假设 (zlz) = 0. 根据 1.3.13, 对 于 任意 
的 ye 五 我 们 有 (zlJ) = 0, 所 以 ze 五 上 
@ 原 讲义 中 所 用 的 称谓 是 “分 离 准 Hilbert 空间 ”. 
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1.4.2 ”推论 ， 设 马 是 一 个 准 Hilbert 空间 . 上 的 数量 积 是 非 退 化 的 , 当 且 
仅 当 , 对 于 中 任意 的 非 零 z, 我 们 有 (zlz) > 0. 
这 是 1.4.1 的 直接 推论 . 


1.4.3 ” 定义， 我 们 称 一 个 准 Hilbert 空间 是 分 离 的 , 如果 其 数量 积 是 非 退 化 
的 . 〇 


1.4.4 ” 例 . 我 们 直接 可 以 得 到 例 1.3.3, 1.3.5, 1.3.6, 1.3.9, 1.3.16 中 定义 的 准 
Hilbert 空间 是 分 离 的. (在 A 至 少 有 一 个 点 的 前 提 下 ) 例 1.3.7 中 的 空间 也 是 如 此 ; 
事实 上 , 设 g 是 A 上 一 个 不 恒 等 于 0 的 复 值 连续 函数 , 那么 存在 toe 人 和 a>0 使 . 
得 jg(to)| = a 这 样 在 一 个 长 度 1 > 0 的 区 间 上 |g(b| > 5 所 以 


1 
(glo) = /lot Pat > 32 
A 


Bh (glg) > 0. 
反之 , 准 Hilbert 空间 互 = C2(A) 不 是 分 离 的 . 事实 上 , 设 /es 五, 我 们 有 


(f|f) =0% 人 HOPd=0e 几乎 处 处 [jb = 0 仿 几乎 处 处 f(t)= 0. 


这 样 , Bt 不 是 {0}: 它 由 A 几乎 处 处 为 0 的 复 值 函 数 全 体 构成 . 
在 例 1.3.8 和 1.3.12 中 , 空间 的 分 离 性 依赖 于 X 和 j 的 选择 . 


1.4.5 设 马 是 一 个 准 Hilbert 空间 , f 是 它 的 数量 积 . 设 fr 是 f 对 应 的 非 退 化 
Hermite 形式 , 它 定义 在 B' x B' 上 , 这 里 B' = B/Et. 因为 f 是 非 负 的 , 立即 可 以 
得 到 f' 也 是 非 负 的 . 这 样 带 有 f' 的 2' 就 是 一 个 分 离 的 准 Hilbert 空间 , 称 之 为 媚 
对 应 的 内 积 空间 . 这样 就 可 以 把 关于 准 Hilbert 空间 的 大 多 数 问 题 化 简 为 关于 内 积 
空间 的 问题 . 


1.4.6 ”比如 , 对 于 例 1.3.11 中 的 空间 = L2(A), (根据 1.4.4)E+ 由 A 上 几乎 
处 处 为 0 的 复 值 函数 全 体 构成 . 内 积 空间 E/E+t 记 作 L?( 信 ). 它 的 元 素 为 A 上 平方 
可 积 函 数 的 等 价 类 , 两 个 函数 等 价 当 且 仅 当 它们 之 差 几 乎 处 处 为 0. 事实 上 , 对 于 许 
多 具体 的 问题 , 不 过 分 强调 C2(A) 和 Z2(A) 之 间 的 差异 是 有 益 的 : 我 们 把 一 个 平方 
可 积 函 数 和 它 对 应 的 等 价 类 等 同 起 来 . 这 样 我 们 就 在 两 者 之 间作 转换 , 一 方面 利用 
ZL2(A) 是 可 分 的 , 另 一 方面 我 们 又 把 空间 的 元 素 视 为 函数 (而 不 是 函数 的 等 价 类 , 后 
者 比较 难以 处 理 ). 在 大 多 数 情况 下 , 做 这 样 的 等 同 处 理 不 会 有 任何 出 错 的 危险 . 但 
是 在 有 些 时 候 (只 有 经 验 能 够 帮助 我 们 ), 这 么 做 会 导致 严重 的 错误 . 

更 一 般 的 , £2(X,y) 对 应 的 内 积 空 间 记 作 2(X, yp), 我 们 也 经 常 把 这 两 个 空间 等 
同 起 来 . 
” @ 依 国内 泛 函 界 的 传统 , 本 书 中 使 用 “内 积 空间 ” 这 个 名 词 
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1.4.7 ”定理 . 设 马 是 一 个 具有 有 限 维 数 m 的 内 积 空间 . 则 如 和 带 有 典范 数 
量 积 的 Cnm 同 构 . 

对 于 n = 0 这 是 显然 的 . 现在 假设 对 于 n 一 1 维 空间 该 定理 成 立 . 设 wo 是 巨 中 
非 零 元 素 . 我 们 有 (zolzo) > 0. 用 适当 的 复数 和 zo 相 乘 , 我 们 可 以 假设 (zolzo) = 1. 
从 五 到 C 的 映射 y 一 (ylzo) 给 出 了 一 个 线性 形式 fo, 它 是 非 零 的 (因为 fo(xo) = 1). 
取 下 = Ker fo, 这 是 一 个 n 一 1 维 内 积 空间 . 根据 归纳 假设 , 存在 从 到 具备 典范 
数量 积 的 C"-! 的 同 构 w. 我 们 有 zo 4 F, 所 以 Cro 和 FF 在 B 内 是 互补 的 . 三 的 
任意 元 素 都 可 以 用 唯一 的 方式 写成 y + Xzo 的 形式 , 其 中 y e F, 入 e C. 考虑 映射 
vi: 一 Cn",v(y 十 AT0) = (u(y), 入. 显然 v 是 从 互 到 C" 的 线性 双 射 . 对 ye 和 
入 EC, 我 们 有 


= ((u(9), 入 )|(u(y ), 入 )) (根据 v 的 定义 ) 

= (u(y)|u(y)) + 和 AX (根据 典范 数量 积 的 定义 ) 

= (yly) 十 入 (因为 v 是 一 个 同 构 ) 

= (ly ) + | 入 zo) + (Mroly) + (MXzolX'zo) 
(因为 y, ye F 和 且 (zolzo) = 了 

= (y+ Mroly + NX xo). 


(v(y + Azo)|v(y + Xzo)) 


所 以 v 是 准 Hilbert 空间 的 同 构 . 


1.4.8 ”这样 我 们 就 得 到 了 同 构 等 价 意义 下 有 限 维 内 积 空 间 的 完全 列表 . 无 限 维 
内 积 空间 的 情形 则 过 于 复杂 (参见 1.8.4 和 1.10.1). 


1.5 ” 范 数 , 距离 , 内 积 空间 上 的 拓扑 
1.5.1 定理， 设 刀 是 一 个 准 Hilbert 空间 . 对 于 ze 瓦 , 我 们 定义 
| zl = VW(zlz). 


那么 忆 上 的 函数 z 号 |z|| 是 一 个 半 范 数 ; 也 就 是 说 
(i) 对 于 任意 的 z € ,||zx|| > 0; 

(i) 对 于 任意 的 ze 互 和 入 EC,|Azl = |Mllzll; 
(这 ) 对 于 任意 的 zx, y € EE, ||z + yl < zl| + |iyll. 

为 使 这 个 函数 是 一 个 范 数 , 即 

(iv) ||z| =0=>z=0, 

需 且 只 需 我 们 考虑 的 准 Hilbert 空间 是 分 离 的 . 
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Gi) 和 (ii) 是 显然 的 . 对 于 zx, y e 五, 我们 有 


lzt+yl = (z+yz+y) = (zlz) + (yly) + 2Re (zly) 
< jz + ly + 2l(zly)| < zl + iy +2llzllliyll (根据 1.3.13) 


= (lzll 十 lylD2 
这 就 证 明了 (ii). 为 使 EE 是 分 离 的 , 需 且 只 需 
z 尖 0 全 (zlz) >0 
换 句 话说 就 是 
zz 天 0 全 |zl| > 0. 
这 就 证 明了 最 后 一 条 . 
1.5.2 在 一 个 准 Hilbert 空间 中 , 对 角 线 恒等式 (7) 写作 
lz + yl + lz — yl = 2lzl + 2lyl. (13) 
1.5.3” 同 理 , 勾 股 定理 (9) 可 以 写作 : 车 z1, xz2,…, zn 是 两 两 正 交 的 , 我 们 有 


zi + +t zn = el + + enll?. 


1.5.4 在 一 个 准 Hilbert 空间 中 , 我 们 把 满足 zl < 1 (相应 的 , ||z|| < 1, ||z|| = 
1) 的 z 全 体 构成 的 集合 称 为 闭 单位 球 (相应 的 , 开 单 位 球 , 单位 球面 ). 


1.5.5 设 互 是 一 个 内 积 空间 . 对 于 z, ye EB, 定义 
d(x,y) = |z— y= V(x- yz —Y). 


由 1.5.1 即 知 d 是 上 的 一 个 距离 . 这 样 , B 自然 就 是 一 个 度量 空间 , 从 而 是 一 个 分 
离 拓 扑 空间 (这 表明 在 1.4.3 中 我 们 用 “分离” 一 词 是 合理 的 ). EE 的 拓扑 称 为 范 数 拓 
扑 . 

1.5.6 ” 例 ， 在 具有 典范 数量 积 的 C"” 上 , 我 们 有 


民 LA An) (pi bn) = VA -pb + + Mn pnb? 


大 家 知道 C" 对 于 这 个 距离 是 完备 的 . 注意 到 1.4.7, 所 有 有 限 维 内 积 空间 都 是 完 
的 . 
1.5.7 例 ， 在 2 中 ,我 们 有 


d((M1; AD) (p11, p27)) = VIA ~ pl? + Nz — p2l? + 
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1.5.8 ” 例 . 在 L2(A) 中 , 我们 有 


af,9) = (lf60 - oOP at) ~ 


1.5.9 ”定理 . 设 马 是 一 个 内 积 空间 . 
(i) 从 五 x 瑟 到 马 的 映射 (zy Fr*Zz+y 是 连续 的 . 
(i) 从 Cx 到 古 的 映射 (和 ,7) Fry Xz 是 连续 的 . 
(这 ) 从 五 x 五 到 C 的 映射 (7,y) 一 (Z|y) 是 连续 的 . 
(iv) 从 五 到 疏 的 映射 Zr*lzl 是 连续 的 . 
设 zo, yo se 五 而 =s>0. 设 jz=-zolg<s 且 ywllgs, 我们 有 


上 zlg) — (zolyo)| = |(2 ~— zoly) + (xoly — yo)| & |(z — zoly)| + |(zxoly — yo)| 
< ||z — zolllly|l + lzolllly ~ yoll < ellyl| + ellzoll ss(lzol + llyoll + e). 


这 就 证 明了 ( 冶 )，(i) 和 (i 的 证 明 更 为 简单 , 留 给 读者 作为 练习 . 结论 (iv) 是 
(这 ) 的 推论 . 

1.5.10 设 马 是 一 个 内 积 空间 , 是 的 一 个 线性 子 空间 . 如 果 FF 是 有 限 维 
的 , 那么 FF 在 忆 中 是 闭 的 ; 事实 上 , 根据 1.5.6, FF 是 完备 的 . 但 是 , 和 通常 的 几何 直 
觉 相反 , 我 们 将 看 到 (1.5.12 和 1.5.13), B 的 任意 子 空间 并 不 总 是 闭 的 . 


1.5.11 定理. 设 妃 是 一 个 内 积 空间 , A CE. 则 At 是 马 的 闭 线 性 子 空间 . 

我 们 知道 , 4+ 是 E 的 一 个 线性 子 空间 . 而 在 另 一 方面 , 对 于 任意 的 z € 五, 以 
到 记 所 有 满足 (zly) = 0 的 ye 一 构成 的 集合 . 那么 根据 (1.5.9(ii)) 是 闭 的 , 所 以 

= [| 五 是 闭 的 . 

EA 

1.5.12 考虑 1.3.5 中 的 空间 太 , 它 是 22 的 一 个 准 Hilbert 子 空间 ， 现 在 我 们 
来 证 明 已 在 刀 中 稠密 (因为 与 此 同时 马 关 ,从 而 它 不 是 闭 的 ). 设 (Xuw) e 刀 而 
e > 0. 存在 整数 NN 使 得 

> bE 


n>ZN 


设 (un) 是 五 中 元 素 , 满足 : 对 于 n<N, pn = Mn; 对 于 n> N, pn =0. 那么 


上 na) 一 (要 = > ,IM -m= > xn < 


n=1 nN 
由 此 得 到 结论 . 
同 理 , 1.3.6 中 的 准 Hilbert 空间 是 22(7) 的 稠密 线性 子 空间 . 


1.5.13 ”在 积分 理论 中 我 们 知道 1.3.7 中 的 空间 在 L?( 人 A) 中 稠密 , 更 一 般 地 ， 
1.3.8 中 的 空间 巨 在 22(X,w) 中 稠密 . 
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1.5.14 ”定理 . 设 巨 是 一 个 内 积 空间 , 矿 是 忆 的 一 个 线性 子 空间 . 那么 万 的 
闭 包 五 是 互 的 线性 子 空间 . 

设 z,ye 存在 玉 中 的 序列 (z%), (yn) 使 得 zw 一 zx, yn 一 y. 这 样 zy E 了 ， 
zn 十 Yn 一 了 十 y(1.5.9(i)), 所 以 zz 十 ye 五 . 同 理 ,车 xe 五 而 和 eC, 则 有 Are 


1.5.15 ”定理 . 设 户 是 一 个 内 积 空间 , A CB. 设 妃 是 4 中 元 素 的 线性 组 合 
全 体 而 C 是 在 忆 中 的 闭 包 . 那么 C 是 包含 4 的 最 小 的 线性 闭 子 空间 . 

我 们 知道 B 是 E 的 一 个 包含 4 的 线性 子 空间 , 因此 C 也 是 EB 的 一 个 包含 4 
的 线性 子 空间 (参见 1.5.14). 设 斑 是 五 的 一 个 包含 4 的 闭 线性 子 空间 . 那么 因为 
F 是 一 个 线性 子 空间 , B c F, 所 以 由 于 FF 是 闭 的 , 我 们 得 到 C cf. 


1.5.16 ”定义 .利用 1.5.15 中 的 记号 , 我们 称 C 是 由 A 生成 的 巨 的 闭 线性 子 
空间 . 若 C = 万 , 我 们 称 4 在 巨 中 是 完全 (total) 的 . 
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1.6.1 ” 定义， 我 们 称 一 个 完备 的 内 积 空间 为 一 个 Hilbert 空间 . 
设 互 是 一 个 内 积 空间 所谓 EE 是 完备 的 , 也 就 是 说 巨 中 任意 Cauchy 序列 


1.6.2 ” 例 . 任意 有 限 维 内 积 空间 都 是 Hilbert 空间 (参阅 1.5.6). 


1.6.3 ” 例 ， 设 7 了 是 一 个 集合 . 我 们 来 证 明 刀 (O) 是 一 个 Hilbert 空间 ， 对 于 
T= 二 2, NV 设 Xn EE £2(7). 我 们 有 Tn = (Mni)ier, 满足 be << 十 ce, 假设 当 了 


i€ 


I 
gq 一 +eo 时 lm 一 zol 一 0, 我 们 来 证 明 (zs) 收敛 于 22(7) 中 的 一 个 元 素 . 这 时 我 们 


有 

IX — Ml = 0. 

?ET 
这 样 , 对 于 了 中 固定 的 元 素 i, 当 p, g 一 十 oo 时 |Xpi 一 和 gi| 一 0, 所 以 当 n 一 十 oo 时 ， 
(XAni) 收敛 于 一 个 复数 Ai. 设 es > 0. 存在 整数 N 使 得 


pg>N>=> DMNp a <E. 
iEI 
设 J 是 了 的 有 限 子 集 , 我 们 有 
p,4 之 入 坊 >》 | — Mal <E. 
i€J 
固定 p > N, 假设 g 一 +co, 我 们 得 到 


p>N= >》 Dr — Nl <E. 
i€J 
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这 一 不 等 式 对 于 了 中 任意 有 限 子 集 J 都 成 立 , 我 们 得 到 
p>N=> 》 Mp -Nl <e. (14) 
iET 
这 就 证 明了 对 于 p > N, 族 (Xpi - Xijicr 是 2(T) 中 元 素 . 因为 A; = Mpi — (Mpi — Ni), 
我 们 得 到 (Xi)icr 是 人 (7) 的 一 个 元 素 , 记 作 zx. 于 是 关系 式 (14) 就 可 以 写作 


p>N=>|z, -zl <e. 


这 样 , 当 p 一 +00 时 zs 一 z. 这 就 证 明了 l2(7) 是 一 个 Hilbert 空间 ; 例如 L? 就 是 
一 个 Hilbert 空间 . 

我 们 将 看 到 (1.7.12), 任意 Hilbert 空间 都 和 某 个 62(7) 同 构 . 

1.6.4 ” 例 . 在 积分 论 中 我 们 可 以 证 明 L2(X,n) 是 一 个 Hilbert 空间 (这 是 
1.6.3 的 推广 ). 例如 , L2(A) 是 一 个 Hilbert 空间 (Fischer-Riesz 定理 )， 如 果 我 们 用 
Riemann 积分 而 不 是 用 Lebesgue 积分 定义 L?(A) 的 话 , 这 一 结论 就 不 再 成 立 . 

1.6.5 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 , 是 万 的 线性 子 空间 . 那么 已 是 一 个 内 积 
空间 . FF 是 Hilbert 空间 当 且 仅 当 所 在 E 中 是 闭 的 . 

1.6.6 例如, 根据 1.5.12 和 1.5.13, 在 1.3.5, 1.3.6 和 1.3.7 中 考虑 的 准 Hilbert 
空间 就 不 是 Hilbert 空间 . 

1.6.7 如 果 五 是 一 个 度量 空间 , 及 是 忆 的 子 集 而 x € E, 那么 我 们 把 inf, d(z, y) 
称 作 z 到 E' 的 距离 (这 里 d 是 巨 上 的 距离 ). 

定理 (F. Riesz)， 设 万 是 一 个 Hilbert 空间 , 矿 是 马 的 一 个 闭 线性 子 空间 , z 
是 妃 中 元 素 ,6 是 xz 到 碾 的 距离 . 那么 
(i) 存在 唯一 的 ye F 使 得 | 上 |z 一 yl| = 6. 

(il y 是 FF 中 唯一 使 得 x 一 y E Ft 的 元 素 . 
a) 存在 FF 中 序列 (y,) 使 得 lz 一 如 | 一 65. 设 。 > 0. 存在 整数 N 使 得 
7 之 N 人 > zs— yl < 6 +e. 
对 于 m,n > N, 我 们 有 
2||zx 一 | 十 2|z — ynll? < 462 + 4e. 
对 左边 应 用 对 角 线 恒等式 , 我 们 得 到 
|2z 一 yym 一 ynll? 十 jy 二 on 人 | < 46? de 


即 


ym 一 外 和 462 二 4 一 4 


7 如 十 如 
2 
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2 
sg js- 守 > 452 即 


ym — Yn? < 4e. 


因为 下 是 Hilbert 空间 , 序列 (y;) 收敛 到 下 中 的 一 个 元 素 y. 因为 |z 一 ynl| 一 ez 一 yl， 
我 们 有 lz 一 yl = 4. 
b) 设 ze F. 对 于 任意 Ae R, 我 们 有 


lz—yl < lz -y+ = lz -y+ Xzl — 2Re(z — ylX2), 


即 
0 < AX?|lz|l? — 2ARe(z — y|z). 


这 就 要 求 Re(z 一 ylz) = 0， 把 z 换 成 iz, 我 们 就 得 到 (z -ylz) = 0. 换 句 话 说 ， 
rz-—-yEeErFt. 

c) 设 y 是 下 中 不 同 于 y 的 一 个 元 素 . 那么 因为 y-Y ef,z-y 和 y 一 y 垂 
直 . 根据 勾 股 定理 , 我 们 有 


lz—-yl=lz-y +ly-y > lz -yl =. 
这 就 证 明了 结论 (i) 中 的 唯一 性 . 此 外 , z --y 和 下 不 垂直 , 因为 
(z—-yly-y)= -yy -+tYy -yy -y= -yz#0. (15) 
”这 就 证 明了 结论 的 中 的 唯一 性 . 
1.6.8 利用 1.6.7 中 的 记号 , 我 们 称 y 是 > 在 F 上 的 投影 , 记 作 y = Pex. 


1.6.9 ”定理 ， 设 妃 是 一 个 Hilbert 空间 ,是 巨 的 一 个 闭 线 性 子 空间 . 则 
(已 和 FL 是 克 中 互补 的 两 个 闭 线 性 子 空间 . 
(i Pr 是 妃 的 自 同 态 , 以 瓦 为 像 ,以 FL 为 核 . 
( 道 ) 已 是 满足 Prz=Z 的 ze 古人 全 体 构 成 的 集合 . 
(iv) 对 于 任意 的 ze 瑟 我 们 有 | Przl < |lzl. 
(v) 我 们 有 Pr + Pr = 1 

Gi) 由 假设 , 已 是 五 的 一 个 闭 线性 子 空间 . 根据 1.5.11, F+ 是 五 的 一 个 闭 线 性 
子 空间 . 若 ze FNF+, 我 们 有 (zlz) = 0, 因此 z=0; 所 以 FNF+= {0}. 设 yeE. 
我 们 有 (根据 1.6.7)Pry e 下 而 y- Prye Fi, 因此 y= Pry+(y- Pry)eEF+rF; 
所 以 FF+Ft=E. 

(i) 和 ( 首 ) 对 于 任意 的 y e ,我 人 有 y= Pry+y, 其 中 ye Ft, 所 以 Pry 
是 y 在 玉 上 平行 于 Ft 的 投影 ( 依 线 性 代数 的 意义 ). 在 这 些 条 件 下 , (ii) 和 (这 ) 都 
是 熟知 的 性 质 . 
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(iv) 利用 前 述 符号 , 我 们 有 
ly = |Pry+ yl = |Peyl? + ly > |Peyll?, 


即 得 (iv). 
(V) 设 ye EB, y= Pry, yz =Yy 一 1. 我 们 有 y2 EL 而 y 一 加 = 轴 和 FL 是 
垂直 的 . 因此 ys = Prpiy. 这 样 ,y = yi 十 轨 = 玫 9y+Pry 即 1= 有 Pr 二 Pr 


1.6.10 推论， 设 瑟 是 一 个 Hilbert 空间 ,所 是 万 的 一 个 闭 线性 子 空间 . 我 们 
有 (Ft+)+=F. 

我 们 有 Pr + Pr =1, Pri +Pr 一 1, 所 以 Pp = Pri, 即 知 FF= Im(Pr) = 
Im( Pr ) 一 (EL). 


1.6.11 推论 1.6.10 在 我 们 只 假设 是 内 积 空间 的 时 候 是 不 成 立 的 .( 留 作 习 题 ) 


1.6.12 设 忆 是 一 个 Hilbert 空间 ,是 巨 的 一 个 闭 线 性 子 空间 .下 在 户 中 的 
正 交 补 Ft 也 记 作 er. 
我 们 称 Pr 是 E 在 F 上 的 投影 . 


1.6.13 ”定理 . 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 , 4 是 万 的 一 个 子 集 . 那么 下 述 条 件 
是 等 价 的 : 
(i) 4 在 互 中 是 完全 的 ; 
(让) 0 是 巨 中 唯一 和 A 正 交 的 元 素 . 

设 BB 是 马 的 由 A 生成 的 子 空间 ,CO 是 B 在 EE 中 的 闭 包 . 我 们 有 : 


A 在 EE 中 是 完全 的 今 C = 万 
今 C- ={0} (根据 1.6.10) 
兮 B+=0 (根据 1.5.9(iii)) 
今 4+ =0 (根据 1.2.6). 


1.7 标准 正 交 族 


1.7.1 设 万 是 一 个 准 Hilbert 空间 , (ei)jier 是 五 中 一 族 元 素 . 如 果 对 于 ; 闫 有 
(eile;) = 0, 那么 我 们 称 这 是 一 个 正 交 族 . 如 果 我 们 还 有 对 于 任意 的 i e 7 lleil = 1 
那么 称 它 是 一 个 标准 正 交 族 . 

己 的 一 个 子 集 4 称 为 标准 正 交 的 , 车 对 于 4 中 任意 两 个 不 同 的 元 素 > y, 有 
(zly) = 0, 且 对 于 任意 的 zx € 4， llzl| = 1. 
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1.7.2” 例 . 对 于 具有 典范 数量 积 的 C", 它 的 典范 基 是 标准 正 交 的 . 

在 刀 中 , 以 ep 记 满 足 Xp = 1 而 当 9g 关 p 时 Xe = 0 的 元 素 (A1,X2,…). 那么 
(e1,e2,… ) 是 一 个 标准 正 交 族 . 

更 一 般 的 , 在 &2(7) 中 , 对 于 任意 的 i e 7 定义 ei 为 满足 和 = 1 而 当 j 关 i 时 
和 = 0 的 元 素 (Aj)jer. 那么 (ei)ier 是 一 个 标准 正 交 族 . 


1.7.3” 例 ， 在 I2(A) 中 , 古典 分 析 里 有 好 几 种 有 用 的 标准 正 交 族 . 例如 , 对 于 
任意 的 ne Z, 设 en 是 由 en(t) = e279mt(0 < t < 1) 定义 的 图 数 . 那么 (en)nez 是 
LZ2([0, 1]) 中 的 标准 正 交 族 . 

1.7.4 ” 定理. 设 马 是 一 个 准 Hilbert 空间 , (ei)jier 是 妃 中 一 个 标准 正 交 族 . 
那么 (eijier 是 自由 的 . 

设 (Aijier 是 一 族 只 有 有 限 项 非 零 的 复数 , 并 设 Nes = 0. 我 们 要 来 证 明 对 于 

ZE 了 
任意 的 ) ez 都 有 》 =0. 事实 上 我 们 有 


0= b> Nes 


i€T 


4] = 》 Xi(eilej) = Ns(esle;) = Ny. 
?ET 
1.7.5 根据 1.7.2 和 1.7.4, 当 了 无 限时 刀 (7) 是 一 个 无 限 维 线性 空间 . 反之 , 当 
I 是 有 个 元 素 的 有 限 集 的 时 候 , (由 1.3.10) L2(7T) 和 Cnm 同 构 , 因此 维 数 为 n. 
1.7.6 ”定理 . 设 万 是 一 个 Hilbert 空间 , (zijier 是 万 中 一 个 标准 正 交 族 . 
(Gi) 族 (zi)ier 可 和 ， 当 且 仅 当 
》 lzill? < +o0. 
ZE 了 
(ii) 如果 上 式 成 立 , 那么 


2 
= 2 lzall?. 


i€ET 
对 了 的 任意 有 限 子 集 7, 定义 zj = > ,zi. 为 使 族 (zi)ier 是 可 和 的 , 需 且 只 需 
i€J 
满足 下 述 条 件 : 对 任意 的 = > 0, 存在 了 的 有 限 子 集 J 使 得 对 于 了 的 任意 和 J 不 交 
的 有 限 子 集 K, 我 们 有 ||zxl| < s. 在 另 一 方面 , 为 使 得 》 |zi|? < +oo, 需 且 只 需 下 


2G 了 
述 条 件 得 到 满足 ; 对 任意 的 = > 0, 存在 7 的 有 限 子 集 J 使 得 对 于 7 的 任意 和 了 不 
交 的 有 限 子 集 K, 我 们 有 》 lzill? < e. 因为 zr? = 》 lzill>, GD 得 证 . 


i€EK iEK 


假设 条 件 (1) 成 立 , 定义 = = 5 wi， 设 。> 0， 存 在 工 的 有 限 子 集 J 使 得 
la- arl ge 因此 有 


?ET 


lz = llzslll < s， 
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即 
lz = lz < edzll + lesl) < eC2llzll +e). 
不 断 地 增 大 7, 我 们 可 以 假设 
> 


iEI\J 


即 


lzll? 一 》 zi 
YE 了 
由 此 (ii) 得 证 . 


1.7.7 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 . EB 中 的 标准 正 交 族 (es)icy 被 称 作 一 个 标准 
正 交 基 , 如 果 它 是 完全 的 ( 换 句 话说 , 根据 1.6.13, EB 中 唯一 和 所 有 e; 正 交 的 元 素 是 
0). 


< zl = lzzll+ > lzill? < es(2llzll +e) +e. 
iEI\J 


关于 “ 基 ” 这 个 词 的 用 法 , 参阅 1.7.14. 


1.7.8” 例 . 对 于 如 (7), 我 们 在 1.7.2 中 定义 了 它 的 一 个 标准 正 交 族 (es)iey. 考 
虑 到 1.5.12, 这 是 42(7) 的 一 个 标准 正 交 基 . 我 们 称 之 为 42(7) 的 典范 标准 正 交 基 . 特 
别 的 , 在 刀 中 , 1.7.2 里 我 们 定义 的 序列 (e1, eo,… ) 是 8 的 典范 标准 正 交 基 . 

在 成 ([0,1]) 中 , 1.7.3 里 考虑 的 族 (en)nez 是 一 个 标准 正 交 基 . 事实 上 , 根据 
Stone-Weierstrass 定理 , [0, 1] 上 任意 的 连续 复 值 函数 是 en 的 线性 组 合 的 一 致 极限 ; 
只 要 应 用 1.5.13 即 得 结论 . 


1.7.9 ”定理 ， 设 互 是 一 个 Hilbert 空间 . 那么 书 具 有 标准 正 交 基 。 
更 精确 地 说 , 我 们 有 下 述 结论 : 


1.7.10 ”定理 . 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 , 4 是 马 的 标准 正 交 子 集 . 那么 存在 
忆 的 标准 正 交 子 集 B 了 A 使 得 B 是 一 个 标准 正 交 基 . 

考虑 EB 中 所 有 包含 4 的 标准 正 交 子 集 . 设 . 是 这 些 子 集 全 体 构成 的 集合 . 在 
NM 上 依 包含 关系 建立 一 个 偏 序 . 设 (4,) 是 .YN 的 一 个 全 序 子 集 , 那么 存在 . 中 的 
一 个 元 素 包 含 所 有 的 A、, 其 实 取 全 体 4A、 的 并 集 4' 即 可 : 事实 上 , 4' 的 任意 元 素 都 
包含 在 某 个 A、 中 , 因此 模 长 为 1; 如 果 z 和 y 是 4' 中 两 个 不 同 元 素 , 那么 存在 和 
和 使得 z € 4、 而 ye hj; 如 果 我 人 有 A、 c 4 那么 ze4 上 且 ye4， 这 样 x 
和 y 就 是 正 交 的 . 

所 以 我 们 可 以 对 . 应 用 Zorn 引 理 . 设 B 是 . 中 的 一 个 极 大 元 . 那么 B 是 
五 中 包含 4 的 一 个 标准 正 交 子 集 . 我 们 来 证 明 B 是 5 的 一 个 标准 正 交 基 . 用 反 证 
法 , 假设 存在 非 零 元 z e EB 和 B 正 交 . 那么 Bu{llzl-lz} 就 是 .N 中 一 个 真 包含 B 
的 元 素 . 这 就 和 B 的 极 大 性 矛盾 了 . 
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1.7.11 ”定理 ， 设 万 是 一 个 Hilbert 空间 , (ei)ier 是 瑟 的 一 个 标准 正 交 基 . 
(i) 设 (u)jisr 是 一 族 满足 
>》 mi? < +oo 


ieI 
的 复数 ， 那么 族 (jwieijier 是 可 和 的 ; 以 y 记 其 和 . 对 于 任意 的 i €E 了 我 们 有 
(ylei) = pi: 
> [Xa 
ieI 
族 (Mei)ier 是 可 和 的 ， 且 其 和 为 TX. 
(i) 设 (ji)ier 是 一 族 复数 , 满足 
lal? < +oo. 
iel 
(根据 1.7.6) 族 (jwies)ier 是 可 和 的 ; 以 y 记 其 和 . 设 i e 了, 我 们 来 证 明 (ylei;) = yi. 设 
e > 0. 存在 了 的 有 限 子 集 K, 使 得 对 于 满足 K c J cz 的 有 限 集 7, 我们 有 


一 Ee 


JET 


所 E. 


我 们 可 以 取 J = KU 人 {i}. 那么 


(5 ej 


jE€J 


E 之 


2 一 >We 


中 = (Mieilei) = pi, 
jEJ 


< = |(ylei) 一 pil. 
因为 s > 0 是 任意 的 , 我 们 自然 有 (ylei) = 
( 谦 设 zeEB. 记 入 ==(zlei). 设 J 是 I r 的 有 限 子 集 并 定义 


之 ( 二 > pye; 


jE€EJ 


By Mej, 7X7=2— 7. 
je] 
a = 和 i 一 和 ;=0; 


对 于 ie J 我们 有 


(zlei) = (zlei) 一 (2* ej 


jE€J 


1.7 ”标准 正 交 族 * 23. 


因此 x 和 zy 正 交 . 勾 股 定理 给 出 


lz = zz + zl = zl + le’? 2 zyll? = > 0 
jE€EJ 

这 就 证 明了 

> | Xi < 十 co， 

?GE 了 
由 1.7.6 知 , 族 (Xiei) 是 可 和 的 ; 以 y 记 其 和 . 根据 Qi), 对 于 任意 的 i, 我 们 有 

(ylei) = Xi = (zlei). 

我 们 得 到 > - y 和 任意 的 ei 正 交 , 因此 为 0, 由 此 得 到 

2Z 一 4 三 >》， Miei. 

i€T 

利用 1.7.6 (让 ), 我 们 有 

上 zl = > Xl 

YE 了 
1.7.12 推论， 设 记 是 一 个 Hilbert 空间 , (eijicr 是 巨 的 一 个 标准 正 交 基 . 对 
任意 的 (ji) < 2(7), 以 f((1)) 记 巨 中 元 素 
》 Hiei. 
i€T 
那么 /是 由 Hilbert 空间 b2(7) 到 Hilbert 空间 巨 的 同 构 映射 . 它 把 [2( 了 ) 的 典范 标 
准 正 交 基 映 到 思 的 标准 正 交 基 (e;). 
对 任意 的 z € 五, 我 们 把 它 对 应 到 2(7) 的 元 素 一 族 ((z|ei))ier; 这 样 就 定义 了 

一 个 从 互 到 如 (7) 的 映射 g. 根据 1.7.11, 我 们 有 


f 0g9= idg;go f = ide(r). 


因此 f 和 9 是 互 逆 双 射 . 显然 它们 是 线性 的 . 根据 1.7.11, 它们 保持 范 数 不 变 , 因此 
(根据 1.1.6) 也 保持 数量 积 不 变 . 显然 若 以 (e!) 来 表示 L2(7) 的 典范 标准 正 交 基 , 我 
们 就 有 f (ei) = €i. 
1.7.13 ”推论 (Plancherel 公式 )， 设 羽 是 一 个 Hilbert 空间 ， (eijief 是 羽 的 
一 个 标准 正 交 基 , 若 z, VE 媚 , 数 旗 ((zx|ei)(ylei))ier 可 和 , 且 
(zly) = > (zlei)(ylei). 


i€EI 


这 一 点 由 1.7.12 和 1.3.10 即 可 得 到 . 
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1.7.14 设 蕊 是 一 个 具有 有 限 维 数 n 的 Hilbert 空间 . 设 B 是 5 的 一 个 标准 
正 交 基 . 那么 (根据 1.7.4)B 是 一 个 自由 族 , 因此 具有 至 多 n 个 元 素 . (根据 1.7.11)E 
的 任意 元 素 都 是 B 的 元 素 的 线性 组 合 . 这 样 B 就 是 巨 在 通常 的 代数 意义 下 的 基 . 

然而 , 当 EE 是 无 限 维 Hilbert 空间 时 , 设 (ei)ier 是 五 的 一 个 标准 正 交 基 . (根据 
1.7.4) (ei)jier 是 一 个 自 由 族 这 一 点 仍然 成 立 . 但 (ei)ier 不 是 一 个 通常 的 代数 意义 上 
的 基 . 事实 上 , 根据 1.7.12, 我 们 可 以 假设 巨 = l2(7) 且 (ei)ier 是 人 2(7) 的 典范 标准 
正 交 基 ; 而 (根据 1.7.5)7 是 无 限 集 , 这 样 并 不 是 (7) 的 所 有 元 素 都 可 以 表示 成 ei 
的 线性 组 合 的 . 

对 于 巨 用 “标准 正 交 基 ” 这 个 说 法 是 有 一 些 危 险 的 , 因为 根据 线性 代数 中 的 一 
个 定理 , EB 也 具有 所 谓 “ 代 数 基 ”@; 但 是 在 无 限 维 的 情形 , 后 者 是 极端 病态 的 , 我 们 
不 会 用 到 它们 . 


1.7.15 设 瑟 是 一 个 Hilbert 空间 , (ei)ier 是 五 的 一 个 标准 正 交 基 . 对 于 任意 
的 ze 互 ,由 和 = (zlei) 构成 的 数 族 称 为 z 关于 (ei)ier 的 坐标 . 若 妃 是 有 限 维 的 ， 
则 根据 1.7.11 和 1.7.14, 这 一 概念 和 通常 的 代数 术语 是 一 致 的 . 当 是 无 限 维 时 , 这 
两 者 是 不 一 致 的 , 但 这 对 我 们 来 说 并 不 会 有 任何 不 便 . 

根据 1.7.11(i), 存在 了 的 可 数 @ 子 集 J, 使 得 当 i ¢ J 时 , Xi = 0. 


1.8 ”Hilbert 维 数 


1.8.1 引 理 ， 设 巨 是 Hilbert 空间 ,已 和 CO 和 是 一 的 子 集 . 我 们 设 BB 是 一 个 
标准 正 交 基 , 而 C 在 万 中 是 完全 的 . 那么 Card(B) < Card(C)， 
a) 设 C 有限 . 设 B' 是 巨 的 由 C 生成 的 线性 子 空间 . 那么 根据 1.5.10, B' 在 E 
中 是 闭 的 , 且 因 为 C 是 完全 的 , E' 在 EE 中 稠密 . 因此 Br = ,这样 B 具有 有 限 维 
数 n, 且 0C 是 EE 的 一 个 生成 集合 . 这 样 根据 1.7.14, Card(C) > n, Card(B) =n. 
b) 设 C 是 无 限 集 . 对 任意 的 ze C, 设 Bs 是 所 有 满足 (zly) 头 0 的 ye B 构成 
的 集合 . 根据 1.7.15, Bs 是 可 数 的 . 设 ye B. 因为 C 是 完全 的 , C 不 可 能 和 y 正 交 ; 
因此 存在 zs C 使 得 ye Bj. 这 样 ， 
B= \|)B,. 
ZEC 
由 此 ， 
Card(B) < Card(C) : Card(N). 
因为 C 是 无 限 的 , 我 们 知道 
Card(C) = Card(C) . Card(N)， 
由 此 引 理 得 证 . 


所 谓 代 数 基 是 指 通 过 线性 组 合 能 够 生成 全 空间 的 一 族 向 量 . 
@ 一 个 集合 可 数 是 指 它 和 某 个 有 限 集 或 自然 数 集 对 等 . 
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1.8.2 ”定理 ， 设 妃 是 一 个 Hilbert 空间 ,BCE 和 CO CE 是 标准 正 交 基 . 那 
么 妃 和 C 是 等 势 的 . 
根据 1.8.1, 我 们 有 Card(B) < Card(C) 和 Card(C) < Card(B). 


1.8.3 ”定义 ， 设 房 是 一 个 Hilbert 空间 . 万 的 任何 一 个 标准 正 交 基 的 基数 称 
为 马 的 Hilbert 维 数 . 

如 果 已 在 代数 意义 上 是 有 限 维 的 , 那么 (根据 1.7.14) EE 的 Hilbert 维 数 和 代数 
维 数 重合 . 当 五 的 代数 维 数 无 限时 这 一 结论 不 再 成 立 . 


1.8.4 为 使 两 个 Hilbert 空间 同 构 , 需 且 只 需 它们 具有 相同 的 Hilbert 维 数 . 更 
具体 地 说 , 设 E 是 具有 有 限 Hilbert 维 数 4 的 Hilbert 空间 , 则 E 和 42(7) 同 构 , 其 
中 了 工 是 任何 基数 为 d 的 集合 . 

这 样 我 们 就 建立 了 同 构 意 义 下 的 Hilbert 空间 的 完全 列表 (至 少 在 我 们 乐观 地 
假定 可 以 得 到 基数 的 完全 列表 的 前 提 下 ). 

例如 , 根据 1.7.8, Hilbert 空间 L2([0, 1]) 和 Hilbert 空间 2 是 同 构 的 . 


1.8.5 ”定理 . 设 妃 是 一 个 Hilbert 空间 . 下 述 条 件 是 等 价 的 : 

(i) 互 和 4 同 构 ; 

(说 五 的 Hilbert 维 数 是 No; 

(ii) 轧 是 无 限 维 的 , 且 存 在 忆 的 一 个 可 数 完全 子 集 ; 
(iv) 马 是 无 限 维 的 , 且 存 在 媚 的 一 个 可 数 稠密 子 集 . 

(iv) 僵 ( 疝 ): 一 个 稠密 子 集 显 然 是 完全 的 . 

(这 全 (让: 设 瑟 满足 条 件 (这 ), 并 设 d 是 的 Hilbert 维 数 . 因为 瑟 是 无 限 维 
的 , 我 们 有 d > No; 而 根据 1.8.1 我 们 有 d < No. 

(这 之 (: 这 由 1.8.4 可 得 . 

人 全 (iv): 只 需 验 证 刀 满足 条 件 (iv). 一 方面 (根据 1.7.5), 2 是 无 限 维 的 . 另 一 
方面 , 设 4 是 由 那些 对 于 充分 大 的 n 满足 和 = 0 的 (Au) e 22 构成 的 集合 . 那么 ( 根 
据 1.5.12)4 在 刀 中 稠密 . 以 Bo 记 那 些 满足 对 于 n<p 有 和 EeQ+i@ 的 (和)el 
全 体 构成 的 集合 . 这 样 B, 和 Q22 等 势 , 因而 是 可 数 的 , 所 以 

Bi) 访 


p>1 
是 可 数 的 . 另 一 方面 , 显然 B 在 4 中 稠密 , 因此 在 EE 中 稠密 . 


1.8.6 ”我 们 称 一 个 满足 定理 1.8.5 中 条 件 的 Hilbert 空间 为 可 数 型 Hilbert 空间 
(有 时 也 称 为 可 分 Hilbert 空间 ). 


1.9 Hilbert 空间 的 Hilbert 和 


1.9.1 设 (及)ier 是 一 族 Hilbert 空间 . 我 们 将 从 ; 出 发 构造 一 个 新 的 Hilbert 
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空间 媚 . 
五 的 元 素 是 那些 族 (zi)icr, 其 中 对 于 任意 的 i, zi e Bi, 且 
>》 zil2 < +o%. 
iE7 
设 z= (zi)jier € B,y = (yi)ier EB. 我 们 根据 对 角 线 恒等式 有 
zi + yill? < 2)zi]l? + 2lyill?, 
所 以 (zi 十 yijier & B. 我 们 定义 
T+Y= (Vit Yi)ier. 


同 理 , (Xzi)icr e 五 , 我 们 定义 Xz = (Mzi)ier. 这 样 我 们 就 在 上 定义 了 一 个 复线 性 
空间 结构 . 
我 们 有 


|(zilyi)| < lzillllyill < (lzall? + llyill”), 
因此 复数 族 ((zilyi))ier 是 可 和 的 . 我 们 定义 


(zly) = > (zilys). 
i€T 
我 们 容易 验证 这 样 就 得 到 了 妃 上 的 一 个 非 退 化 内 积 . 现在 来 证 明 EE 是 一 个 Hilbert 
空间 . 
对 于 n= 1 2,.… , 设 ze 五 .我 们 记 zn = (zni)ier, 我 们 有 


>》 ,zw 上 2 < +eo. 
i€T 
假设 p, g 一 +co 时 有 jlzp 一 zol| 一 0, 我 们 来 证 明 (xz;) 收敛 于 瑟 中 的 一 个 元 素 . 当 
p, 4 一 十 oo 时 我 们 有 
>》， | zz 一 下 一 0. 
i€T 
这 样 , 固定 7 中 元 素 i, 在 p,q 一 +oo 时 我 们 就 有 ||zxpi 一 zaill 一 0, 因此 当 nn 一 +oo 
时 (zmi) 就 收敛 于 E; 中 的 某 个 元 素 zi. 设 = > 0. 存在 N 使 得 


pq>N= > zz 一 za <. 
i€I 
设 J 是 I 的 有 限 子 集 . 我 们 有 


pI>N= > lrp— Zail? se 
i€EJ 
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固定 p > N, 并 假设 g 一 +oo. 我 们 得 到 


p2> 一 >》|zz 一 zse 
i€J 


这 一 不 等 式 对 于 7 的 任意 子 集 J 都 成 立 , 由 此 我 们 得 到 


p>N=> > lrp — zill? <e. (16) 
iel 
这 首先 表明 (Zpi a Ti)iel EE. 因为 Ti Tpi— (Zpi > Zi), 我 们 得 到 ， (Zi)ier 是 FE 中 
元 素 . 关系 式 (16) 就 可 以 写作 


p>N=|zp -zl <e. 


这 样 , 当 p 一 +oo0 时 zj 一 x. 这 就 证 明了 态 是 一 个 Hilbert 空间 . 


1.9.2 ”定义 .我们 称 巨 是 E; 的 外 Hilbert 和 , 并 记 


已 = 由 丈 . 


1ET 


当 了 = {1,2,… ,n}, 我 们 也 可 以 把 儿 Bi; 写作 EB @ EB2@…@ En. 
i€ET 
1.9.3 1.9.1 的 证 明 是 根据 1.6.3 的 证 明 略 作 修改 得 到 的 . 此 外 , 若 对 于 任意 的 
i, ; 都 是 具备 典范 数量 积 的 C 的 话 , 则 外 柬 就 是 82(7). 
ZE 
1.9.4 对 任意 的 z e 瑟 ,, 我 们 对 应 EE 中 的 元 素 (2 ) 2 二 为 而 当 了 夭 ， 时 
2; 三 0. 这 样 就 定义 了 一 个 从 EE; 到 互 的 映射 f. 立即 可 以 得 到 f 是 从 忆 到 巨 的 
某 个 完备 (因此 是 闭 的 ) 线性 子 空间 的 同 构 映射 . 我 们 称 6 是 从 E; 到 EE 的 典范 映 
射 , 通常 我 们 把 E; 和 fi(E;) 通过 fi 等 同 起 来 . 在 此 意义 下 , 当 i 关 j 时, EB; 和 孔 ) 
在 妃 中 是 正 交 的 . 
E; 的 代数 直 和 是 满足 只 有 有 限 项 非 零 的 (zi)ier e 五 全体. ( 当 I 有 限时 , 这 个 
代数 直 和 与 EE 等 同 ). 设 z = (zi)ier € B. 每 个 xz; 都 和 五 的 一 个 元 素 等 同 , 我 们 将 
会 看 到 这 些 元 素 构成 一 个 可 和 族 , 其 和 为 z; 事实 上 , 对 于 了 的 任意 有 限 子 集 7, 定 


义 
wy 
i€J 
存在 的 有 限 子 集 ., 使 得 
Ses 


i€I\Jo 
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如 果 J 是 了 中 包含 hh 的 有 限 子 集 , z - zy 就 是 对 于 ie J 满足 y==0, 对 于 ieI\J 
满足 y; = zi 的 族 (yi)ier, 因此 
lz—zs = 2 lr? < es; 
iEI\J 
这 就 证 明了 结论 . 
由 此 知道 及 的 代数 直 和 在 EE 中 稠密 . 因此 E; 的 并 集 在 BE 中 是 完全 的 . 


1.9.5 仍然 设 zx = (zi)jier E B. 若 je7T, 则 
Xj 二 Pep,7. 


事实 上 ， 对 于 #7 定义 Yi = Ti 并 定义 yi = 0. 我 们 有 y= (yijier € E, X= 271 十 2/， 
而 y 和 EE; 正 交 , 即 得 结论 . 
1.9.6 ”定义 .。 设 玉 是 一 个 Hilbert 空间 . 设 (已 )ier 是 下 的 一 族 闭 线性 子 空 
间 . 我 们 称 户 是 Fi 的 内 Hilbert 和 , 车 羽 两 两 正 交 且 的 并 集 在 中 完全 . 
1.9.7 ”定理 . 设 拨 是 一 个 Hilbert 空间 , 且 是 其 闭 线性 子 空间 族 (本 )ier 的 内 
Hilbert 和 . 设 马 = 失忆 . 那么 存在 从 Hilbert 空间 忆 到 Hilbert 空间 下 的 唯一 同 


4E 了 

构 映射 f, 使 得 对 于 任意 的 ic 7 |m 是 太 上 的 恒 等 映 射 

设 z = (zijiere B. 根据 1.7.6, 族 (zi)ier 在 中 是 可 和 的 , 且 若 记 其 和 为 f(z)， 
我 们 有 

上) 村 三 zl 

立即 可 得 f 是 BE 到 F 的 同 态 映射 . 因为 对 于 任意 的 ze EB 都 有 f(x) = jlzjl, f 
是 单 射 ; 于 是 /已 ) 是 下 的 一 个 完备 线性 子 空间 , 因此 是 闭 的 . 显然 fln, 是 及 上 
的 恒 等 映 射 . 因此 f(E) 包含 了 五 的 代数 直 和 , 而 后 者 在 F 中 稠密 . 由 此 我 们 得 到 
f(E) = 了 了 . 根据 1.1.6, f 是 巨 到 的 同 构 映 射 

设 f' 是 对 于 任意 的 i, 满足 f'|p, = ids, 的 从 一 到 下 的 同 构 映 射 . 由 线性 性 , j 记 
和 了 在 》` 有 玉 上 重合 , 因此 由 连续 性 也 在 上 重合 . 

i€I 

1.9.8 由 此 可 见 , 外 Hilbert 和 与 内 Hilbert 和 之 间 并 没有 本 质 区 别 . 在 1.9.7 的 

条 件 下 , 我 们 通常 就 利用 f 把 和 下 等 同 起 来 , 而 不 做 区 分 地 称 之 为 “Hilbert 和 ”. 


1.10 ”一 个 内 积 空间 的 完备 化 


1.10.1 我 们 已 经 看 到 了 好 几 个 内 积 空间 仍 人 为 Hilbert 空间 的 稠密 线性 子 空 
间 的 例子 . 我 们 将 看 到 一 般 情况 下 这 也 是 成 立 的 . 我 们 将 利用 一 个 “完备 化 ”的 构 
造 , 相信 一 部 分 读者 在 度量 空间 理论 中 已 经 接触 过 ; 不 过 我 们 还 是 会 给 出 一 个 足够 详 
细 的 证 明 . 
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1.10.2 设 巨 是 一 个 内 积 空间 . 所 谓 EB 中 的 Cauchy 序列 是 指 已 中 满足 当 mw， 
7 一 十 oo 时 ||zm 一 znj| 一 0 的 序列 (z1, x2,…). 设 C 是 已 中 Cauchy 序列 全 体 . 我 们 
称 两 个 Cauchy 序列 (zt zx2,…) 和 (y1,y2,…) 等 价 , 若 n 一 oo 时 ||zn 一 ynl| 一 0. 
容易 验证 我 们 这 样 就 定义 了 C 上 的 一 个 等 价 关系 有 R. 以 五 记 集 合 C/R. 

设 2e 羽 9e 玉 选择 2 和 六 的 两 个 代表 元 (zx1,z2,…) ec (办 JEc. 
我 们 可 以 验证 (zi + za 十 色 ……) EC, 而 且 它 对 应 的 等 价 类 只 与 和 和 人 有关 , 而 
并 不 依赖 于 具体 的 代表 元 . 我 们 把 得 到 的 等 价 类 记 作 公 十 分 用 类 似 的 方法 , 我 们 可 
以 对 入 eC 定义 元 素 Xe 五 可 以 验证 这 样 就 得 到 了 后 的 一 个 C 上 线性 空间 结构 ， 
其 零 元 素 为 (0,0,…) 对 应 的 等 价 类 . 

设 $, 多 (z1,72,…), (1,y2,…) 如 前 . 那么 


[znlyn)— (Lm lym)| = [Tn Tmlyn) + (Lm yn — ym) < zw 一 Zoo 二 zl 一 on 


当 m,n 一 +o0 时 , 我 们 有 jzm 一 zl 一 0 om 一 名 | 一 0 且 |lynll, zmll 是 有 界 
的 ; 因此 当 n 一 +oo 时 数列 (zwjyn) 有 极限 . 我 们 可 以 验证 这 个 极限 只 依赖 于 2 和 
9 而 和 具体 的 代表 元 无 关 . 以 (2|9) 记 这 个 极限 . 我 们 可 以 验证 (2 分 ”> (5 四 是 后 
上 的 一 个 非 负 定 Hermite 形式 . 设 (阳光 = 0. 那么 当 n 一 +oo 时 , (zn|zn) 一 0, 所 
以 序列 (z1, zx2,…) 和 序列 (0, 0,.… ) 等 价 ; 我 们 就 得 到 2 = 0, 从 而 瑟 是 一 个 内 积 空 
间 . 

对 于 任意 的 ze E, 我 们 把 它 对 应 到 Cauchy 序列 (zx,z,7z,… ) 对 应 的 五 中 的 
等 价 类 .这 样 就 定义 了 从 到 五 的 映射 p， 我 们 可 以 验证 wv 是 线性 宰 s 间 之 间 的 
同 态 , 且 对 于 任意 的 z, y € E, (yp(z)|p(y)) = (zly)， 特别 地 , 若 p(z) = 0, 我 们 有 
(zlz) = (P(z)le(z)) = 0, 因此 z = 0, 从 而 yp 是 单 射 . 这 样 今后 我 们 就 可 以 把 巨 和 
五 的 一 个 线性 子 空间 等 同 起 来 , 且 具 有 诱导 的 准 Hilbert 空间 结构 . 

设 2e BB, 并 设 (x1,z2,…) 是 3 的 一 个 代表 元 . 那么 mm 在 个 中 依 范 数 收敛 于 
2. 事实 上 , 设 s > 0; 存在 NN 使 得 当 m,n > N 时 ||zm 一 zn < ;而 


| zn = (FC— znlE — zn) 
是 (zm 一 znlzm 一 zn) 在 mm 一 十 oo 的 极限 ; 设 n> NN， 我 们 有 
= 


即 得 结论 . 特别 的 , EE 在 五 中 稠密 
现在 来 证 明天 是 Hilbert 空间 . 设 ($1,32,…) 是 下 中 Cauchy 序列 . 对 于 任意 
的 n, 根据 上 文 我 们 知道 存在 z。e 五 使 得 


1 
én 一 Zn| < 一. 
nN 
因为 
1 


、 > 、 人 1 
[em = zn < lem — Srml + Em — dnl + ln — zn < lim — Hnll + + 
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我 们 得 到 (z1, x2,…) e C. 设 是 这 一 序列 在 五 中 对 应 的 等 价 类 ， 根据 前 文 , 当 
7 一 十 oo 时 , || 人 一 zl| 一 0. 因为 


2 1 
从 一 各 | < 3 zal + 


我 们 有 | 一 人 ,|| 一 0, 这 样 就 证 明了 五 是 完备 的 . 

1.10.3 利用 前 述 记 号 , 我 们 称 互 是 媚 通过 完备 化 得 到 的 Hilbert 空间 . 我 们 
知道 瓦 是 遍 的 稠密 线性 子 空间 . 可 以 证 明 ( 留 作 习 题 ), 这 一 性 质 在 同 构 的 意义 下 刻 
画 了 请 和 从 巨 到 台 的 典范 租 入 . 


II ” Hilbert 空间 上 的 连续 线性 算 子 


2.1 连续 线性 算 子 的 一 般 性 质 
2.1.1 设 一 , 书 是 两 个 内 积 空间 . 设 w: EB» 了 是 一 个 线性 算 子 . 设 B 是 巨 中 
单位 闭 球 . 我 们 定义 
lull = sup lluzll € [0, +o0l. (1) 
EB 
对 于 任意 的 ye 五 , 我 们 有 
luyll < lvllllyll. (2) 
(我 们 约定 0 . (+oo) = 0)， 事 实 上 , 当 y = 0 时 (2) 是 显然 的 . 若 y 关 0, 定义 
2 一 |y-1%. 我 们 有 yy = olz, 因此 wy = jlylluz, 而 ze B, 我 们 就 得 到 
luyll = ollluzll < ylwll. 
2.1.2 更 确切 地 说 , jjul| 是 对 于 任意 的 ye 五 都 有 
lesyl < allyll (3) 
的 最 小 数 a € [0, 十 co]， 事 实 上 , 如 果 a 满足 (3), 那么 对 于 任意 z € B, 我 们 有 
luzll < ww 所 以 lull < a. 


2.1.3 设 5 是 巨 的 单位 球面 , 设 巨头 0, B 的 任意 元 素 可 以 写作 Xz, 其 中 
0 入 和 入 1 而 ze5, 所 以 


wll = sup wz|. (4) 
ZE9 
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2.1.4 ”定理 . 设 忆 ,FF 是 两 个 内 积 空间 , wv: 局 一 下 是 一 个 线性 算 子 . 那么 下 
” 述 条 件 等 价 : 
(i ww 在 0 点 连续 ; 
(站) w 连续 ; 
(iii) llull < +oo. 
(证 )=> 0): 显然 . 
人 = (者): 设 v 在 0 点 连续 . 存在 m > 0, 使 得 


yeEEH lyl<n= ul sg 1 
这 样 对 于 z e E, 我 们 有 : 


lzl <1=> nzl <7 no) < 1 nz < 1 uz) < 7 


因此 ||wl| < +oc. 
(这 人 ( 刘 : 设 |wul| < +eo. 设 zo e 五 且 s>0. 我 们 有 
€ 
lz 一 zol < ja luz — uzoll = Iu(z — Zo) < llvllllz — zoll se. 
因此 % 在 zo 连续 . 


2.1.5 ”2.1.4 中 的 条 件 (二 ) 表示 wu(B) 是 有 界 的 ; 所 以 我 们 也 把 “有 界线 性 算 子 " 
作为 “连续 线性 算 子 ”的 同义词 . 

2.1.6 假设 5 是 有 限 维 的 , 那么 一 到 下 的 任意 线性 算 子 v 都 是 有 界 的 ; 事实 
上 , 设 (ei1,… ,en) 是 五 的 一 组 标准 正 交 基 , 对 于 任意 的 ze 五 我 们 有 


uUZ 一 也 (Fem) = > (zlei)uei 
i=1 记 1 


然后 只 要 应 用 1.5.9(ii) 即 可 . 

然而 , 当 已 是 无 限 维 空间 时 , 一 般 来 说 存在 从 五 到 玉 的 不 连续 线性 算 子 ( 留 作 
习题 ). 

2.1.7 我 们 以 L(E; 下 ) 记 由 EB 到 FF 的 连续 线性 算 子 全 体 . 立即 可 得 , 阁 ， 
ve L(E; FF), 和 eC, 我 们 有 w+ve L(E;F), ME L(EB;F). 因此 L(E;F) 具有 自然 
的 复线 性 空间 结构 . 

车 巨 = 书 那么 我 们 记 L(E;E) = L(E). 我们 有 时 也 把 映射 idz 记 作 1 或 者 
J, 它 也 是 L(B) 的 元 素 . 对 于 ww ve L(E), 我 们 有 wv es L(E), 这 样 L(E) 就 具有 C 
上 代数 结构 , 并 以 工作 为 单位 元 . 设 入 e C, L(E) 的 元 素 A 经 常 就 直接 记 作 A. 设 
wu € L(B), 那么 刀 , w3,.… 都 是 L(E) 的 元 素 ; 更 一 般 的 , 对 任意 p se CIX], p(w) 是 
L(EB) 中 元 素 . 
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2.1.8 ”定理 ， 设 一 , FG 是 内 积 空间 . 
(i) 由 L(E; 玉 ) 到 [0,+co) 的 映射 uc |ul| 是 L(B; 本 上 的 一 个 范 数 . 
(让 ) 设 weL(B;F), ve L(F;G), 我 们 有 vowll < jlvllllull. 
(这 ) 车 瓦 拓 0, 则 lidg|| =1. 
(i) 设 w veC(E; 下 ). 我 们 有 
utvl = sup (w+ wv)al 
lzlis1l 


< sup (lluzl| + llvzll) 
lzlis1 


< sup lluzl + sup llvzll 
lzllsl lzllsl 


三 | 中 十 lol 
IXull = sup 【ez 


llzllg1 


= sup [Mlluzll = IAlllull. 
lzllg1 


最 后 , 若 ||ull = 0, 根据 (2) 我 们 知道 对 于 任意 的 ye E, 有 wy = 0, 因此 w=0. 
(i 设 we L(E; 卫 ),v € L(F;G). 对 于 任意 的 ze 五 我们 有 


[vow (oN < vlllluzll < vllllullllzll, 


因此 根据 2.1.2, ||v owll < lvllllull. 

(这 ) 显然 . 

2.1.9 这 样 L(E; 也 ) 就 具有 自然 的 复 赋 范 线性 空间 的 结构 , L(E) 具有 自然 的 
复 赋 范 代数 结构 . 范 数 以 通常 的 方式 给 出 一 个 距离 , 因此 我 们 得 到 L(E; ff) 上 的 一 
个 拓扑 ; 这 个 拓扑 称 之 为 L(B;) 上 的 范 数 拓 扑 . 由 2.1.8 易 知 ， 


由 L(E; 下 ) x L(E; 下) 到 L(E; 耳 ) 的 映射 (w,v) 二 十 

由 C x L(B; 下) 到 L(E; 耳 ) 的 映射 (A,w) > Xu， 

由 L(E) x L(E) 到 ， L(B) 的 映射 (wv) 卢 wo， 
都 是 依 范 数 连续 的 . 


2.1.10 设 ,是 Hilbert 空间 , (ei)ier 是 五 的 标准 正 交 基 , (f;)jyey 是 下 的 
标准 正 交 基 . 
对 于 任意 的 ue LA(E; 玉 , 我 们 把 由 


Qi = (veilfi) (5) 
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定义 的 复 和 矩阵 M = (Qji)jyeyier 称 为 v 关于 基 (eijier (fj)jer 的 基 . 换 句 话说 , M 的 
指标 为 i 的 列 就 是 we; 的 坐标 .( 当 互 = ,T= J 且 对 于 任意 的 i 都 有 e; = fi 时 ,我 
们 就 说 wu 关于 基 (e;)ier 的 和 矩阵). 

映射 uM 是 单 射 ; 也 就 是 说 , v 由 M 完全 确定 . 事实 上 , 设 如 WE L(E; 了) 
对 于 给 定 的 基 有 相同 的 矩阵 , 那么 对 于 任意 的 i, we; = wei, 因此 根据 线性 性 和 连续 
性 即 得 v = 以 

遗憾 的 是 , 一 般 来 说 并 没有 一 种 办 法 来 刻画 映射 u 一 M 的 像 . 也 就 是 说 , 给 定 
一 个 复 矩 阵 (aj;)jeyier, 没有 简单 的 方法 来 确定 它 是 否 是 L(E; 下 ) 中 某 个 元 素 的 矩 
阵 . 根据 前 文 , 一 个 必要 条 件 是 对 于 任意 的 ie 7, 我 们 有 


lajil? < +oo. 
jE€EJ 
在 下 文 2.5.4 中 , 我 们 将 看 到 另 一 个 必要 条 件 : 对 于 任意 的 Je 小 
>_ lazi < +oo. 
ZE 


但 是 只 满足 这 两 个 条 件 远 远 不 是 充分 的 ( 留 作 习 题 ). 
2.1.11 ” 例 . 对 于 集合 1 设 (ai)ier 是 一 个 有 界 复数 族 , 并 定义 


a = sup |oi|. 
ZE 了 
对 任意 的 z = (Oi) e 22(7), 我 们 有 
> laaxXil2 < o> Xi (6) 
ZE 了 ?GE 了 


因此 , 若 定义 wz = (aiXjicr 那么 uz e 42(7). 易 见 久 是 22(7) 上 的 线性 算 子 . 关系 
式 (5) 可 以 写作 
luzll? < ollzll. 
因此 we C(2(D) 而 ul| < a. 
在 另 一 方面 , 设 (ei)ier 是 人 (7) 的 典范 标准 正 交 基 . 那么 we; 就 是 满足 当 j i 
时 和 j =0 而 入 = oi 的 族 (Xj)jyer. 因此 wei = owei, 即 得 |wl > |ai|. 这 样 就 得 到 
ull > a, 最 后 得 到 
ull = a. (7) 
比方 说 了 工 = {1,2,…} 时 我 们 有 (1) = &2, wv 关于 62 的 典范 标准 正 交 基 的 矩 阵 就 是 
对 角 和 矩 阵 
Ql 人 0 srs 
0 Qo 0 ... 
0 0 Q3 
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2.1.12 ”对 于 集合 I 和 J, 设 (aii)yeysier 是 满足 


a = 》， lajiil? < 十 oo 
JEJiET 


的 复 和 矩阵 . 设 x = (Ni)ier e 如 (T). 对 于 7 e J 我们 有 


1/2 1/2 
> loii 和 il < (ep (En (根据 1.3.13) 
zET 1ET i€I 

< 十 oo， 


因此 我 们 可 以 定义 
1 = > oiXs 


ZE 了 
同时 , 我 们 也 有 
pl < (5 eof] lz 
ZE 了 
因此 
>》 0 和 allzl2 (8) 
ge 


这 就 证 明了 (jy)jyey € 如 (了). 定义 
ux = (Kj)jery: 


我 们 就 定义 了 一 个 从 b2(7) 到 有 (J) 的 映射 u, 且 它 显然 是 一 个 线性 算 子 . 在 男 一 方 
面 , (8) 可 以 写作 
uzll? < allzll?, 

因此 we CC2(D;2(J)) 且 lull < a1/2.( 一 般 来 说 我 们 有 lul| < aY2). 

容易 验证 , u 关于 典范 标准 正 交 基 的 矩阵 就 是 前 述 和 矩阵 (aj;). 

2.1.13” 例 ， 设 和 A 是 RR 中 线段 , f 是 A 上 有 界 可 测 复 值 函数 . 设 a 是 |f| 的 
本 性 上 确 界 , 即使 得 

Js<a 

在 A 上 几乎 处 处 成 立 的 最 小 的 数 . 

对 于 任意 的 ge Z2(A), 我 们 有 fg e I2(A). 事实 上 , 我 们 知道 fg 是 可 测 的 , 且 


[fbg(DP dt < | a2lg(DP2 dt < +o0. (9) 
A 人 


定义 ws(g) = fg. 这 样 我 们 就 定义 了 L2(A) 上 的 一 个 线性 算 子 . 另 一 方面 , (8) 可 以 
写作 |jujgll < allgll, 因此 wy 是 连续 的 , 且 urll < a 
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设 5<a. 设 了 是 由 满足 |f(t)| >5 的 te 人 全体 构 成 的 集合 . 根据 a 的 定义 ,人 
不 是 零 测 度 的 ; 设 g 是 了 的 某 个 具有 正 测度 m > 0 的 可 测 子 集 T' 的 特征 函数 . 我 
们 有 9 e Z2(A), g #0, 


二 2 1] 
lgl y Ig(OP dt =m, 
| 2 2 2 gt = b2m. 
jusgl| (Og(OF at > {vlad dt = bem 
由 此 |luyl| > b. 因为 b 是 任意 的 , 我 们 得 到 
usll = a. (10) 
注意 到 若 f' 是 A 上 另 一 个 有 界 可 测 复 值 函数 而 入 e C, 我 们 得 到 
UF+f' = Uf 十 uf’,， UAf 一 和 AU， Uff' = UU 
我 们 可 以 把 2.1.11 和 2.1.13 看 作 同 一 个 例子 I2(X,n) 的 两 种 特殊 情形 . 
2.1.14 ” 例 . 设 A, A’ 是 RR 中 线段 , 而 KK 是 A xA’ 上 一 个 满足 
A 八 12 7 
aa 有 


的 可 测 复 值 函数 . 设 9 e Z2(A). 对 几乎 所 有 的 te A', 函数 上 一 天 仿 切 在 A 上 是 
平方 可 积 的 , 所 以 函数 上 一 KK(t,t)g(t) 在 A 上 是 平方 可 积 的 , 我 们 可 以 定义 


h(t#) = K(t,t)g(t) dt. 
根据 积分 理论 , 这 样 定 义 的 函数 h 在 A' 上 是 可 测 的 . ( 它 可 能 在 某 个 零 测 度 集 上 没 
有 定义 , 我 们 可 以 在 这 个 集合 上 取 任 意 值 ). 我 们 有 
h(E) < | ea dl 忆 lg dl (根据 1.3.11) 
-= 2 1/\|2 
= ll | 所 的 | 上 


因此 
to dt < lol 站 /Ig EOP at ar = allgle. (11) 
人 A’JA 

这 首先 表明 h € I2(A’)， 我 们 写 h = vxg， 这 样 我 们 就 定义 了 一 个 从 L2(A) 到 

I2(A') 的 映射 vx 它 显然 是 一 个 线性 算 子 . 另 -方面 , (11) 可 以 写作 


lvrgll® < allgll’, 


从 而 vk 连续 且 orl < a1/?. (一 般 来 说 我 们 有 |lvx|| < a1/2). 
我 们 可 以 把 2.1.12 和 2.1.14 看 作 同 一 个 例子 L?(X,4) 的 两 种 特殊 情形 . 


2.2 ”关于 连续 线性 算 子 的 若干 定理 “37. 


2.2 ”关于 连续 线性 算 子 的 若干 定理 


2.2.1 设 一 ,下 是 内 积 空间 , 而 ve L(B; 厂 ). 那么 核 Keru 二 wu-!1(0) 是 巨 的 一 
个 闭 线性 子 空间 . 

u 的 像 Im(w) = wu(B) 是 下 的 线性 子 空间 ; 但 是 即便 玉生 都 是 Hilbert 2 空间 ， 
Im(w) 仍 有 可 能 不 是 闭 的 . 例如 在 例 2.1.11 中 , 取 了 = {1,2,3,…} 和 an = 2-” 那么 
u( 信 ) 的 每 一 个 元 素 (jn) 都 具有 (2-"Xn) 的 形式 , 其 中 (A%) e 2, 这 样 当 n 一 +o0 
时 就 有 jw = O(2-"). 因此 忆 的 元 素 G 5) 不 在 w(B) 中 , 于 是 w(?) 六. 
但 是 v(2"en) = en, 所 以 v(O) 包含 > Cen, 因此 (根据 1.7.12) 在 42 中 稠密 . 从 而 

nz 之 1 
u(2) 在 2 中 不 是 闭 的 . 


2.2.2 ”定理 ， 设 瑟 是 内 积 空间 , 及 是 互 的 稠密 线性 子 空 间 , FF 是 Hilbert 空 
间 , 而 4 EL( 玉 ;下 存在 以 的 唯一 的 延 拓 ve CBE; 下). 我 们 有 jlo = |iwl|， (这 个 
定理 当 是 赋 范 空间 而 已 是 一 个 Banach 2 空间 时 仍然 成 立 . 我 们 将 在 5.1.2 中 用 到 
这 个 推广 ). 

因为 在 忆 中 稠密 ,w 的 唯一 性 是 显然 的 . 现在 来 证 明 v 的 存在 性 . 设 z e 万 
取 E' 中 满足 lz -zl 一 0 的 序列 (zx,,). 那么 


uzm 一 wznl < llullllzm 一 zl 一 0. 


因为 尺 是 完备 的 , 序列 (wz,) 收敛 于 某 个 极限 y e F. 这 个 极限 只 依赖 于 x, 而 和 
(zn) 的 选择 无 关 : 事实 上 , 设 (z%) 是 另 一 个 满足 lz - zl| 一 0 的 序列 . 那么 我 们 
有 |zn 一 24 有一 0, 从 而 uz 一 wzs|| 一 0, 即 jluzh 一 可 一 0. 我 们 记 y = oz, 这 样 
就 定义 了 从 到 F 的 映射 v. 容易 验证 v 是 一 个 线性 算 子 . 利用 上 述 记 号 , 我 们 有 
lznl| 一 lz, 因此 


jezll = ly = lim Juznll < full lim zal = ullllzll, 


因此 v 连续 且 ll < lull， 最 后 当 zx e E', 我 们 对 于 任意 n, 取 zn = xz， 即 得 
vz 二 y= Vx; 所 以 ov 是 w 的 延 拓 , 就 得 到 ol ¥ llull. 


2.2.3 ”定理 ， 设 EB, FF 是 Hilbert 空间 . 赋 范 线性 空间 L(; 厂 ) 是 完备 的 . (这 
个 定理 在 E 是 一 个 赋 范 线性 空间 而 已 是 一 个 Banach 空间 的 时 候 也 成 立 ). 

设 (wi,wz,…) 是 L(E; 厂 ) 中 满足 当 m,n 一 十 oo 时 | 一 un 一 0 的 一 列 元 
素 . 设 z € E, 当 m,n 一 +00 时 我 们 有 


Mums — wnzl < lm — unllllzll 一 0. 


因此 存在 的 一 个 元 素 (我 们 记 作 wx), 当 n 一 +oo 时 , 满足 ||unz 一 uz|| 一 0. 容 
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易 验证 是 从 已 到 环 的 一 个 线性 算 子 . 设 = > 0. 存在 NN 使 得 
mn EN |um — un| < e. 
设 ze 已 满足 llzl < 1. 我 们 有 
mn EN= |umz — unzl| < e. 
固定 n > N, 让 m 趋向 于 +oo. 我 们 得 到 
neN> lur— unz| < e. 
因为 > 是 任意 选取 的 , 我 们 得 到 
meER 僵 心 一 如 < e. 


这 样 就 证 明了 vv -we L(B; 下 ), 所 以 ve C(B; 如 .我 们 还 得 到 当 n 一 +co 时 ， 


um unll 一 0. 


2.2.4 “定理 设 刀 已 是 Hilbert 空间 , (uijier 是 L(B; 耻 ) 的 一 族 元 素 . 我 们 
假设 对 于 任意 的 ze 已 数 族 (juizl)icr 是 有 界 的 . 那么 族 (|uil)ier 是 有 界 的 . (这 
就 是 所 谓 Banach_Steinhaus 定理 , 它 在 已 是 Banach 空间 而 FF 是 一 个 赋 范 线性 空间 
的 时 候 也 是 成 立 的 .) 

a) 我 们 做 如 下 假设 : 

(H) 对 于 巨 中 任意 半径 大 于 0 的 闭 球 B, 我 们 有 pe wizll = 上 +oo. 


设 B 是 忆 中 半径 大 于 0 的 闭 球 , 并 设 a > 0. 存在 一 个 半径 大 于 0 的 闭 球 
B' c B 和 一 个 ;ex 使 得 对 于 任意 的 ze B' 有 |luizx|| > a.( 事 实 上 , 根据 假设 (H)， 
存在 ve B 和 ie 了 使 得 |luiyl| > a; 根据 wi 的 连续 性 , 我 们 可 以 找到 一 个 以 y 为 中 
心 的 非 空 开 球 , 使 得 在 其 上 有 jlwuiz|| > a; 这 个 球 和 B 的 内 部 之 交集 是 一 个 非 空 开 
集 V; 只 需 取 B' 为 V 中 一 个 半径 大 于 0 的 闭 球 即 可 ). 

反复 应 用 这 一 结果 , 我 们 可 以 构造 一 列 半径 大 于 0 的 闭 球 (Bo, B1, B2,…), 在 
五 中 趋 于 0, 和 一 列 了 中 元 素 (io,i,i2,…), 使 得 在 Bs 中 有 lwiz|| > %. 

因为 EE 是 完备 的 , 存在 一 点 z 包含 在 所 有 的 Bi 之 中 . 于 是 对 于 任意 的 大 我 们 
有 jluwi, zl > , 这 样 就 和 定理 的 假设 矛盾 . 

b) 所 以 (H) 是 不 成 立 的 . 换 名 话说 , 存在 一 个 以 xo 为 心 , 半径 > > 0 的 瑟 中 
闭 球 B, 和 一 个 有 限 数 M > 0, 使 得 对 于 任意 的 i e T 和 任意 的 ye B, 我 们 都 有 
ay < M. 

设 ze 互 满足 lzll<g1. 我 们 有 zo € B, zo 十 rz € B, 因此 对 于 任意 的 i 


uizoll < M, llwi(zo+7z) < M. 
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由 此 得 到 ， 
ura < 2M, uazl < 2Mr 一 :. 


最 后 , 对 于 任意 的 ie 了 有 |luill < 2Mr-l1. 


2.2.5 ”定理 . 设 妃 是 内 积 空间 , VE L(E). 当 n 一 十 oo 时 ,ul 具有 极限 
1 < llull. 更 一 般 的 , 对 于 任意 的 mw 1 < | (这 个 定理 对 于 五 是 一 个 赋 范 线性 
空间 的 情形 仍然 是 成 立 的 ). 

定义 pn = lu? 外 所 有 的 结论 都 来 自 于 2.1.8(i) 推出 的 不 等 式 


pm+n < 0Ompn. 


若 对 于 充分 大 的 n 有 pn = 0, 则 结论 显然 成 立 . 假设 对 于 任意 的 n 都 有 p,, > 0. 定 
义 
{= limsup 2， (= liminf pe 
n= 十 00 n+o0 


只 需 证 明 1 < py/?.( 这 可 以 推出 1 < 由 此 得 到 1 = 中. 
固定 整数 p > 0. 设 a = sup(po,p1,… ,pp_1) > 0， 对 任意 整数 n, 我 们 写 
nn 一 kp 十 Tn, 其 中 0<r,< yp. 我们 有 p,, < pe"pr,, 因此 


pi/™ < pe < (p/P)rnp/n a/". 


当 一 +oo 时 , 我 们 有 -2 一 1, 而 al/" 一 1, 因为 a > 0. 这 样 我 们 就 得 到 了 极限 


1 < py/?. 
现在 让 p 趋向 于 +oo, 我 们 就 得 到 1 < 7. 
2.2.6 ”定义 设 马 是 Hilbert 空间 , vu € L(E). lim lu” 称 为 ww 的 谱 
半径 . 
这 个 术语 的 意义 将 在 2.8.10 中 解释 . 在 2.2.5 中 我 们 还 证 明了 对 于 所 有 的 p， 
wu? 比 谱 半 径 要 大 . 
2.2.7 ”定理 设 (Bi)ier, (ijier 是 两 族 Hilbert 空间 , 轧 和 太 分别 是 和 
Fi 的 Hilbert 和 . 对 于 任意 的 1c7 设 EC( 硝 ; 瓦 ). 我 们 假设 
sup lluill < +o%. 
ZE 了 


那么 存在 唯一 的 ve L(B; 下 ), 对 于 任意 的 i 满足 ulp, = ui. 我 们 有 


| = sup llwill. 
i€T 
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设 ze 五 我 们 有 z= (zi)jier, 其 中 xie Bi, 且 ||z|l? = 》 lzil2. 这 样 


i€I 


Saill? < Yluill?lzill? < (sup half’) Seil? = (su la) [ee 
i€EIT iel ET 


i€T i€T 


因此 族 (wizi) 就 是 中 的 一 个 元 素 , 记 作 wuz. 显然 u 是 从 到 的 线性 算 子 . 不 
仪 如 此 ， 


luzl? = 5 llaill? < (su lu ) lzl2， 
1 


ieI 
所 以 we L(E; 五), 且 lull < supier luill. 我 们 有 wlp, = wi. 设 e> 0. 存在 ?< 了 工 和 
z € B; 满足 zl < 1, wz| > (sup 一 e. 这 样 uz = wz, 因此 
ieI 


lull > (sluP) -< 
这 样 就 得 到 
ll = sup hail. 

设 we L(B; 厂 ) 满足 wlg, = wi, 那么 由 线性 性 , u 和 w 在 》 E; 上 重合 , 所 以 
由 连续 性 在 万 上 重合 . 

2.2.8 我们 称 2.2.7 中 定义 的 v 为 ui 的 Hilbert 和 , 并 记 w= 个 必 : 

如 果 对 于 任意 的 ic 了 我 们 都 有 包 二 = C, 那么 我 们 重 又 得 到 例 2.1.11. 

2.2.9 ”如 果 对 于 任意 的 i, Bi = 环 , w= 狼 w,v= 甸 v, 那 么 我 们 有 


iEI iET 
也 十 马 二 Pu 十 好)， 
iel 
wv 二 中 (uv 
i€I 
Mu = POw). 
iEI 


这 里 相应 记号 的 意义 是 显然 的 . 
2.3 ”连续 线性 泛 函 


2.3.1 设 已 是 一 个 内 积 空间 . 上 的 一 个 线性 泛 函 Of 是 从 忆 到 C 的 一 个 线 
@ 原 讲义 中 使 用 的 术语 是 forme, 直译 当 为 “形式 ", 先 根据 国内 泛 函 界 的 习惯 改 用 “ 泛 函 ”. 
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性 算 子 ; 这 样 就 可 以 定义 数 | fl s [0,+co]; 我 们 有 


上 = sup |f (2)| 


lzlsg1 


= sup |f(z)| ( 当 Ez#0 时 ); 


llzll=1 


而 | 是 使 得 
[f(z)| < allzl 
对 于 任意 的 x e 5 都 成 立 的 最 小 数 a € [0, +o0]. 
2.3.2 马上 满足 | 有 L < +oo 的 线性 泛 函 全 体 (根据 2.1.4, 也 就 是 上 连续 线 
性 泛 函 全 体 ) 构成 赋 范 线性 空间 L(E; C). 
2.3.3 ”定理 . 设 马 是 Hilbert 空间 . 
(i) 对 于 任意 zEE, 由 万 到 C 的 映射 yr (ylz) 是 忆 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 , 记 
a 
(让 由 马 到 L(E;C) 的 映射 z+ 局 是 双 射 ,等 距 上 且 是 半 线 性 的 . 
显 见 由 到 C 的 映射 y 王 (ylz) 是 巨 上 的 一 个 线性 泛 函 , 记 作 f. 我 们 有 


fz(W)| = gl < llzllllyll, 


因此 (根据 2.1.2)， 
| ls lall. 
而 在 另 一 方面 ， 
zl? = |fz(2)| < lfzllllall, 
我 们 得 到 , 对 于 任意 的 x 冯 0， 
lzll < lfsll. 


这 样 就 得 到 lz|| = | 上 ; 而 当 x = 0 时 这 显然 成 立 . 
设 TX1, TX2 € 五 而 入 1 ， 和 2 EC. 这 样 对 于 任意 的 YE LE, 


fA1z1+ X272 (y) 一 (| 和 Alizi 证 和 X2Z2) -= 和 il(y|z1 ) 十 Xaz(y|lz2) 3 (Nfz + M2fzs)(y), 


因此 Artxazs = 和 ij + MX 万 换 句 话说 , 由 万 到 C(B;C) 的 映射 xz 一 f 是 半 线 
性 的 . 考虑 到 等 式 ||zl| = | 万 小 我 们 得 到 这 个 映射 是 单 射 

下 面 来 证 明 由 Ez 到 C(B;C) 的 映射 > fs 是 满 射 . 设 fe L(E;C), 我 们 证 明 
存在 x € EB 使 得 f = fs. 当 f=0 时 这 是 显然 的 . 如 果 大 0, 那么 所 = Ker(f) 是 
五 中 闭 超 平面 . (根据 1.6.9) 线性 子 空间 Ft 是 FF 的 补 , 因此 入/F 同 构 , 从 而 是 1 
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维 的 . 选择 F+ 中 的 一 个 非 零 元 素 t. 我 们 有 f(t) 关 0, 所 以 只 要 把 二 乘 上 一 个 适当 
的 数 就 可 以 假设 f(t) = 1. 设 z= | 圳 -2t, 那么 


falt) = (tt t=1. 


这 样 f 和 fs 在 t 重合 , 而 
flr = fzlr = 0, 


2.3.4 设 X 是 一 个 集合 . 考虑 以 X 为 指标 的 一 族 都 等 于 C 的 拓扑 空间 的 乘积 
CX; 这 个 集合 也 就 是 X 上 复 值 函 数 全 体 . 我 们 在 其 上 赋予 乘积 拓扑 多 . 这 个 拓扑 也 
称 为 简单 收敛 拓扑 . ( 若 4 是 CX 的 子 集 , 那么 4 上 由 儿 诱导 的 拓扑 称 为 4 上 的 简 
单 拓扑). 

我 们 来 复习 一 下 这 个 乘积 拓扑 的 若干 性 质 : 

(i) 设 fe CX. 我 们 可 以 用 下 述 方法 来 构造 f 的 一 个 邻 域 : 选取 X 中 元 素 x1， 
…, Zn 和 一 个 s > 0, 考虑 集合 全, ,zie, 其 元 素 为 满足 


|g(z1) > f(z1)| 入 6 ,|9(Tn) EE f (zn)| <Ee 


的 9 所 CR: 当 TX1,'', Tn, 6 变化 时 ， 到 二 后 就 给 出 了 f 在 CG 中 的 一 个 基本 邻 域 
(i) CX 中 的 一 列 元 素 (有 1, f2,… ) 收敛 于 了 当 且 仅 当 对 于 任意 的 z € 和, f(z) 一 
f(z). 
(过 ) 设 了 是 一 个 拓扑 空间 , te f 是 从 了 到 CX 的 一 个 映射 . 为 使 这 个 映射 是 
连续 的 , 需 且 只 需 对 于 任意 的 zeX, 由 了 到 C 的 映射 + f(z) 是 连续 的 . 

(iv) 对 任意 的 z e X, 设 as > 0 是 一 个 有 限 数 . 设 Y 是 对 于 任意 的 z 满足 
|f(z)| < az 的 fe CX 构成 的 集合 . 那么 Y 是 CX 中 的 紧 集 . 事实 上 , Y 就 是 乘积 
空间 [I Bj, 其 中 Bs 是 C 中 以 0 为 圆心 , a 为 半径 的 紧 致 圆 盘 . 

EX 

2.3.5 将 2.3.4 应 用 于 X 是 Hilbert 空间 已 ,而 4= L(E;C)， 由 此 定义 的 
L(E;C) 上 的 分 离 拓扑 称 为 弱 拓 扑 . 设 fe L(E;C). 我 们 可 以 用 下 述 方式 构造 f 的 
一 个 弱 邻 域 : 我 们 选取 E 中 元 素 1 ,Tn 和 一 个 E > 0， 我 们 考虑 集合 Ws,... ,TnjE) 
其 元 素 为 满足 

lg(z1) ~ f(z1)| < €,.*: ,|9(xn) — f(xn)| < € 


的 ge L(B;C). In ,zie 构成 了 了 的 一 个 基本 弱 邻 域 系 . 
五 上 的 一 列 连续 线性 形式 (有, fo,… ) 收敛 于 一 个 连续 线性 形式 f 当 且 仅 当 对 
于 任意 的 ze 五, 都 有 f(z) 一 f(z). 
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2.3.6 ”定理 . 设 BB 是 满足 fl < 1 的 全 体 fe L(E;C) 构成 的 集合 . 那么 B 
是 弱 紧 的 . 

设 了 是 由 对 于 任意 的 z e B 满足 |f(z)| < lizl| 的 fe CE 构成 的 集合 . 根据 
2.3.4(iv), Y 对 于 简单 收敛 拓扑 是 紧 的 . 我 们 来 证 明 , B 是 Y 中 闭 子 集 , 这 样 就 完成 
了 证 明 . 

首先 , 显然 BcCY. 设 是 B 中 YY 的 极限 点 . 我 们 来 证 明了 是 巨 上 线性 形式 . 
设 z, ye 五 . 对 任意 s > 0, 存在 ve B, 使 得 


[f(x)—g(z)| <e, |f(y) -oy se, lf(r+y) -g(r+y)| se, 
即 
|f (z+) — f(z)— fF) < |9(r +y) — 9(7) ~ 9(Y)| + 3e = 3e. 
由 se 的 任意 性 , 我 们 得 到 
f(z +9y)= f(2)+ f(y). 
同 理 可 证 对 于 任意 的 Ae C, f(Az) = 和 f(z). 最 后 , 对 于 任意 的 rz e 媚 |f(z)| < 1z|， 
我 们 有 fe B. 


2.3.7 在 2.3.3 中 我 们 定义 了 由 到 C(B;C) 的 双 射 zx 一 万 . 我 们 利用 这 个 
双 射 把 瑟 上 的 弱 拓 扑 搬 到 L(E;C) 上 去 . 这 样 我 们 得 到 了 已 上 的 一 个 分 离 拓扑 , 称 
之 为 弱 拓 扑 . 

设 ze 五 . 我 们 可 以 用 下 述 方式 构造 x 的 一 个 弱 邻 域 : 我 们 选取 EE 中 元 素 zj 
,Tn 和 和 一 个 e>0, 我 们 考虑 集合 了 其 元 素 为 满足 

|(z — zr)| 入 e |(z 一 zlznj| 委 e 

的 7 和 人 (五 ; C). 当 TX1,*'*, Cn, E 变化 时 ， 了 构成 了 化 的 一 个 基本 弱 邻 域 系 . 

马上 的 一 列 元 素 (zi 7x2,…) 弱 收 敛 于 一 个 元 素 x 当 且 仅 当 对 于 任意 的 te 书 
都 有 (Zn 上 一 (z|t). 

2.3.8 ”定理 . 设 户 是 Hilbert 空间 . 万 中 的 闭 单位 球 是 弱 紧 的 . 

由 2.3.3 和 2.3.6 即 可 得 到 |. 

2.3.9 ”定理 . 设 马 是 Hilbert 空间 . 妃 上 的 范 数 拓扑 比 弱 拓扑 更 为 精细 . 

(从 图 像 的 角度 上 说 ， 若 VE 五 依 范 数 趋向 于 ?20 EE E, 那么 人 也 弱 趋 向 于 vo) 

事实 上 , 设 ze 一 而 立 是 z 的 一 个 弱 邻 域 . 那么 V 包含 了 某 个 2.3.7 中 考虑 的 
邻 域 msc 设 w 是 以 z 为 中 心 , 半径 7 > 0 的 闭 球 , 其 中 7 的 选取 满足 

中 zi < 8, ,nznl| < e. 

这 样 V' 是 z 的 一 个 范 数 邻 域 , 而 且 V' C V, 因为 对 于 y e V', 我们 有 , 对 于 i = 
1, 的 


[y=— zlz)| < ly — zllllzill < nllzill < e. 
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2.3.10 一般 的 , 媚 上 的 范 数 拓扑 严格 地 比 弱 拓扑 更 为 精细 . 例如 , 取 E =， 
设 (ei,ez,…) 是 2 的 典范 标准 正 交 基 . 对 于 任意 的 n 我 们 有 jlenl| = 1, 因此 (en) 
不 依 范 数 收敛 于 0; 但 是 (ev) 弱 收敛 于 0; 事实 上 , 设 t= (A1, 和 2,…) 是 如 中 任意 
元 素 , 我 们 有 : 当 n 一 +co 时 


(en 的 Mn 一 0， 
因为 

》 |Xn|? < +oo. 

n=1 


在 同一 例子 中 , 我 们 提醒 读者 注意 , 42 中 的 单位 闭 球 B 不 是 依 范 数 紧 的 . 因为 
车 B 是 紧 的 , 我 们 可 以 找到 (el ez,…) 的 Cauchy 子 列 (en ,ens,…). 而 这 是 不 可 
能 的 , 因为 当 i 关 7 时, le -ejl? = 2. 

2.3.11 但 是 , 当 态 是 有 限 维 Hilbert 空间 时 , 妃 上 的 范 数 拓扑 和 弱 拓 扑 是 一 样 
的 . 事实 上 , 我 们 可 以 假设 妃 就 是 具有 典范 数量 积 的 C”. 设 zeC", 而 W 是 以 z 
为 中 心 , 半径 s > 0 的 闭 球 . 设 (e1,… ,en) 是 Cn” 的 典范 标准 正 交 基 , 而 V 是 由 满 
足 

I(y — zle)| < 到 ,|(y — zlen)| < 霹 


的 ye C" 构成 的 z 的 弱 邻 域 . 这 样 , 若 ye V, 我 们 有 
2 
ly -z= Dy ale) < n= 
p=1 


即 得 y e W. 这 样 , Vc W, 也 就 是 说 弱 拓 扑 比 范 数 拓扑 更 为 精细 . 


2.3.12 根据 2.3.9 和 2.3.10, 范 数 拓扑 也 被 称 作 强 拓扑 . 
设 巨 是 一 个 Hilbert 空间 . 原则 上 说 从 今 以 后 如 果 我 们 希望 在 中 使 用 一 些 拓 
扑 概念 , 我 们 需要 明确 指出 是 对 于 范 数 拓扑 还 是 对 于 弱 拓 扑 的 . 我 们 约定 , 知 没 有 明 
确 说 明 , 则 所 考虑 的 一 律 为 范 数 拓扑 . 
2.3.13 ”定理 . 设 万 是 Hilbert 空间 , (zi)jierl 是 马 中 一 族 元 素 . 我们 假设 对 于 
任意 的 teE 马 有 
sup |(zxilt)| < 十 co. 
i€T 
那么 ， 


sup ||zil| < 十 co. 
ieI 


这 一 定理 由 2.3.3 和 2.2.4 即 可 得 到 . 
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2.3.14 ”定理 . 设 户 是 Hilbert 空间 , (z1,7z2,:…) 是 了 马 中 弱 收 化 于 zxEB 的 


一 个 序列 . 那么 


sup ||zn|| < +co， 且 |zl < lim inf | za||. 
n n 十 0o0 


第 一 个 结论 是 2.3.13 的 推论 . 在 另 一 方面 ， 


lim (zn|z) = zl, 
有 一 十 Co 
因此 
,dim |(znlz)| = |zl2， 


因为 (zzj| < za 几 lzl, 我 们 得 到 


lim inf |lznllllzll > lzll?. 
no00 


这 样 对 于 x 关 0 第 二 个 结论 就 成 立 . 而 这 个 结论 在 x = 0 时 是 显然 的 . 

2.3.15 ”定理 . 设 忆 ,下 是 Hilbert 空间 ,wu Ee L(E; 耻 ). 那么 w 对 于 忆 和 下 上 
的 弱 拓 扑 连续 . 设 妃 是 已 上 单位 闭 球 , u(B) 是 弱 闭 的 . 

根据 2.3.4(ii), 我 们 需要 证 明 的 是 , 对 于 任意 的 ye 斑 , 由 一 到 C 的 映射 z 一 
(uzly) 是 弱 连 续 的 . 而 根据 2.3.3, 这 个 映射 具有 形式 z 一 (zlzo). 设 te 五 而 s>0， 
(根据 2.3.7) 满足 

[tlzo) — (tlzo)| < 

的 # € B 是 一 个 弱 邻 域 , 这 样 就 得 到 映射 的 弱 连 续 性 . 第 二 个 结论 可 以 由 第 一 个 结 
论 与 2.3.6 一 起 得 到 . 

2.3.16 ”推论 。 设 weL(E;F) 且 V 是 轧 中 开 集 . 若 wu(B) 一 下, 则 w(V) 是 
下 中 开 集 . 

利用 2.3..15 中 的 记号 , 我 们 有 


E=BU2BU3BU-..…, 


因此 
F=u(B)U2u(B)U3u(B)U-.…. 


而 根据 2.3.15, nu(B) 是 闭 的 , 因此 存在 n 使 得 wlnB) 包含 了 一 个 半径 + > 0 的 开 
球 C (Baire 定理 ). 这 样 u(2nB) 包含 C - C, 也 就 是 说 包含 了 一 个 以 0 为 中 心 , 7 为 
半径 的 开 球 . 设 zo e V. 存在 入 > 0 使 得 zo + 和 AB CV. 因为 u(V) 2 w(zo 十 和 B3) = 
u(z0) 十 Au(B), 前 述 结果 表明 w(V) 包含 了 一 个 以 w(zo) 为 中 心 且 半径 > 0 的 球 , 即 


得 结论 . 
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2.4 连续 双 半 线性 型 
2.4.1 设 一 ,下 是 两 个 内 积 空间 , f 是 x 下 上 的 一 个 双 半 线性 型 . 我 们 定义 


中 = |f(z, |. 


sup 
llzlls1, llyllg1 


和 2.1.1, 2.1.2 完全 类 似 的 , 我 们 可 以 证 明 , 对 于 任意 的 xz € E,vy Ee 了， 


(f(z, | < flzllllyl; 
而 且 更 确切 地 说 ,||| 是 使 得 


[f(z,9)| < allzllllyl 
对 于 任意 的 z & EF, y e F 都 成 立 的 最 小 的 正 数 a e [0, +ecol. 


2.4.2 ”定理 设 忆 , 玉 是 两 个 内 积 空 间 , ff : 慷 x 太一 C 是 一 个 双 半 线性 型 . 
下 述 条 件 是 等 价 的 : 
(i) 了 在 (0,0) 连续 . 
(i) 了 连续 . 
(这 ) ||fl| < +o0. 
(这 全 (i) : 这 是 显然 的 . 
全 (过) : 设 f 在 (0,0) 连续 . 存在 7 > 0 使 得 


lzl <7 HE ly < n= fr,W) <1. 
这 样 , 若 ze 已 ,ye 古 , 我 们 有 
lzl <1 有 8 ly <1= nz] < 7 ny < 7 fn nD) 13 |, < 1. 
(者) 坟 Q) : 设 | < +eo. 设 zo € E, yo E 了 『,e > 0. 那么 对 于 ||z 一 zoll<e 和 
ly 一 yoll < e, 我 们 有 


[f(x,y) — f(ro,yo)| < |f(z — zo,y — yo)|+|f(zo,y — yo)| + [f(z — zo, yo)| 
< |filllz ~— zolllly ~— yoll + fllllzolllly = yoll + lf illlz — zollllyoll 
妇 


ellfll(e + lzoll + llyoll), 
由 此 即 得 f 在 (zo, yo) 的 连续 性 . 


2.4.3 ”定理 . 设 忆 ,为 Hilbert 空间 . 
(i) 对 于 任意 的 weEL(E; 玉 ,由 xX 玉 到 CC 的 映射 (T,y) 忆 (uz|ly) 是 已 x 下 上 的 
一 个 半 双 线性 型 , 记 作 fo. 


2.4 连续 双 半 线性 型 .47 ， 


(站 由 L(E;) 到 五 x 下 上 的 半 双 线性 型 集合 的 映射 所 是 双 射 . 对 于 任意 的 
u EL(B;) 我 们 有 fl| = ull. 
显然 , 由 互 x 碾 到 C 的 映射 (z,y) 五 (uzly) 定义 了 x 上 的 一 个 半 双 线性 
型 f. 我 们 有 
[fu(z,9)| = (vz) < lluzllllyll < lullllzllllyll, 


因此 (根据 2.4.2)f 是 连续 的 , 而 且 我 们 有 
[fll = lull. (12) 


设 ve L(B; 了 ). 若 f= 所 ,对 于 任意 的 x € De 我 们 有 (wzxly) = (vxly), 
因此 对 于 任意 的 z € B, vz 一 vz =0, 即 久 =wv. 所 以 映射 一 所 是 单 射 . 

设 f 是 户 x 上 一 个 连续 半 双 线性 型 . 暂时 固定 ze 五. 由 已 到 C 上 的 映射 
y rm f(z,y) 是 下 上 的 一 个 线性 泛 函 , 记 作 g,. 对 于 任意 的 ye Ff, 我 们 有 


lgz(y)| = [f(z, | < fllllzllllyll, 


所 以 gs 连续 且 

|gzll < fllzll. 
根据 2.3.3, 存在 F 的 元 素 x' 使 得 

lz < | lllzll, 
而 且 对 于 任意 的 ye fF, 有 

gz(Yy) = (y|z’). 


这 个 元 素 x' 依赖 于 xz. 这 样 我 们 就 定义 了 一 个 从 万 到 的 映射 久 : z 一 x', 对 于 任 
意 的 z € E, ye 三 满足 
f(z,y) = gz(y) = (zy) = (urly). (13) 
由 关系 式 f(z,y) = (uzly) 易 得 v 是 一 个 线性 算 子 . 而 且 我 们 有 
luzll = lz < lIfilllzll, 

因此 we L(B;F) 县 lull < Al. 

对 于 任意 的 ze EB 和 ye ,我 们 有 f(z,y) = (wzly) = f(z,y), 因此 f= 
这 样 我 们 就 证 明了 由 L(E; 下 ) 到 马 x 上 的 半 双 线性 型 集合 的 映射 uf 是 满 射 . 
与 此 同时 , 我 们 得 到 |lul| < |||. 与 (11) 联 立 , 即 得 lwl = fl. 

2.4.4 ”推论 ，。 设 we L(E),v €E L(E)， 若 对 于 任意 的 TE 都 有 (wuz|z) = 
(vz|z), 我 们 有 w==v. 

事实 上 , 根据 1.1.6, E x BE 上 的 半 双 线性 型 (zx,y) 一 (uzly) 和 ((z,y) 一 (oz|y) 
是 等 同 的 . 
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2.5.1 设 一 ,已 是 了 Hilbert 空间 we L(E; 下 . 对 于 ze ,ye 定义 


f(z,y) = (urly), g(y,7)= f(r,y). 
这 样 f 是 记 x 上 的 一 个 半 双 线性 型 , 是 (根据 2.4.3)|j = lull. 因此 g 是 FxE 
上 的 一 个 半 双 线性 型 , 且 |lg|| = ||f|. 根据 2.4.3, 存在 唯一 的 ve C(F; 五) 满足 对 于 
任意 的 ye F,xz eB 有 g(y,zx) = (uylz), 即 
(vylz) = (yluz). 
我 们 称 v 是 w 的 共 罗 , 记 作 w*. 它 由 下 述 关系 刻画 : 对 于 任意 的 z € E,y € FF， 


(yuz) = (uylz) 
2.5.2 根据 2.4.3, 我 们 有 |iv|| = jlgll, 因此 
ll = lull 


2.5.3 设 (ei)jier 是 五 的 标准 正 交 基 ， ( 方 )jey 是 下 的 标准 正 交 基 , (Qji)je yier 
是 wv 关于 (ei), (f;) 的 矩阵 , (Biy)ier,jey 是 w* 关于 (f;), (ei) 的 矩阵 . 这 样 这 两 个 矩 
阵 是 共 生 的 , 即 
Pi; = 5 
事实 上 ， 
Bi; = (vw filei) = (filuei) = oi. 
2.5.4 利用 2.5.3 中 的 记号 . 在 2.1.10 中 我 们 看 到 , 对 于 任意 的 ie 了 


> loaiil? < +oo. (14) 
jE] 

由 这 一 关系 式 和 2.5.3, 我 们 得 到 , 对 于 任意 的 j € J， 
>》_ loanl? < +oo. (15) 


i€ET 
2.5.5 ” 例 . 利用 2.1.13 中 的 记号 . 对 于 任意 的 f, g e Z2(A), 我 们 有 


(usglh) = f(t)g(t) RD dt 


(glush) = 人 f(t)g(t) RO) dt, 


因此 
(uf)” = uF 
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2.5.6 ” 例 . 取 2.1.14 中 的 记号 . 在 A'x A 上 用 
K*(t',t) = K(t,t) 
定义 函数 K*. 因为 
*/4/ 2 / es /N12 / 
A (DP dt g= ffx) df dt < 4+o8, 
我 们 可 以 考虑 vk:. 对 于 任意 的 ge L(A) 和 he L2(A'), 我 们 有 


(vxglh) = 人 K(t,t)g(t) dl| 7 加 h(t’) dt = [fx K(t,t)g(t) h(t’) dt dt 


(我 们 可 以 应 用 Lebesgue-Fubini 定理 , 因为 函数 (t,t) 上 K(t,t) 和 (t,t) 上 g(t 
在 A x A' 上 都 是 平方 可 积 的 , 因此 他 们 的 乘积 在 A x A' 上 可 积 ). 同 理 ， 


a gg oreanoeo| 人 Kx(t,t) pe) at| a 
-人 人 F(t) g(t) RY dt dt 


二 K(t,t)g(t) h(t’) dt dt 
AJA!’ 


因此 


(VK)* = vk:. 

2.5.7 设 ,了 是 Hilbert 空间 , 而 ww e L(E; 下 ). 对 于 任意 的 ze BB,yeF， 

我 们 有 
(yu +t)z) = (yr) + (Yer) = (wylz) + (yz) = (Cw + ur )ylz), 
因此 
(tu)* = 十 as. 
同 理 , 对 于 任意 的 Ae C， 
(M2)* = Xu 

由 上 述 结果 和 2.5.2 我 们 得 到 , 从 L(E; 下 ) 到 CPP; 五) 的 映射 ur wu* 是 依 范 数 
连续 的 . 

2.5.8 始终 保持 同样 的 记号 , 我 们 有 

(zlu’y) = Gylz) = (yluz) = (urly), 

因此 


(了 = . 
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2.5.9 设 马 , ff, G 是 Hilbert 空间 ,weCBIP weE L(F;G)， 对 于 任意 的 
z EB 和 任意 的 ze G, 我 们 有 


(wurlz) = (urlu”z) = (zlu wz), 


因此 


/水 


(Ww)* = wu™. 
2.5.10 ” 当 了 表示 映射 idz 时 , 显然 
™=I. 
2.5.11 设 厂 ,了 是 Hilbert 空间 ,ve L(E; 政 ). 我 们 有 
事实 上 , (根据 2.1.8(i) 和 2.5.2) 我 们 有 
eaull < hellllul = lll. 
在 另 一 方面 , 对 于 ze 8, 有 


uzl? = (uzluz) = (orauzlz) < urwzllizl < ewllllzll’, 


即 得 
lull < Meru. 
这 样 我 们 就 证 明了 
wull = wl. 
对 w* 应 用 这 个 结果 , 可 得 
wl = Ihe), 


即 lw = ul 
2.5.12 ”定理 . 设 媚 下 是 Hilbert 空间 weC(BE;F), 4 是 妃 的 子 集 , 已 是 下 
的 子 集 . 
(i) 设 w(4) cB, 那么 ww*(B+) C 4+. 
(ii 设 A 和 B 是 两 个 闭 线性 子 空间 , 且 w*(B+) C 4 那么 u(A)CB. 
(i) 假设 u(4)c B. 设 ye Bt,ze Ah. 因为 uzeB 而 ye B-， 


(wy|z) = (yluz) = 0. 


因此 w*y e A+, 由 此 Gi) 得 证 . 
(i) 假设 we(B+) c 4+. 应 用 人 我 们 得 到 w*(4++) Cc B++. 但 w* = 已 然后 
只 要 应 用 1.6.10 就 可 以 了 . 
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2.5.13 ”推论 。 设 已 是 Hilbert 空间 wuEL(E), 太 是 忆 的 一 个 闭 线性 子 空间 . 
为 使 户 对 于 稳定 外, 需 且 只 需 Ft 对 于 we 稳定 . 
这 是 2.5.12 的 直接 推论 . 


2.5.14 ”推论 。 设 户 是 Hilbert 空间 ww EL(E), 了 是 忆 的 一 个 闭 线 性 子 空间 . 
下 述 条 件 是 等 价 的 : 
(i 已 和 无 [对 于 忌 稳 定 ; 
(ii) 已 和 FF 对 于 wv* 稳定 ; 
(这 ) F 对 于 ww 和 wu* 是 稳定 的 . 
这 是 2.5.13 的 直接 推论 . 


2.5.15 ”定义 . 若 2.5.14 中 的 条 件 满足 , 则 我 们 称 所 化 简 水 
如 果 这 种 情况 发 生 , 那么 对 于 v 的 研究 就 完全 归结 为 对 wlp 和 w|sp， 的 研究 . 


2.5.16 ”定理 . 利用 2.2.7 中 的 记号 , 其 = 我 人 有 w= 失信 
ZE 了 1E 了 


定义 v= 引 几 我们 要 对 任意 的 ze 已 和 ye F, 证明 (wzly) = (zlvy). 由 线 


ZE 了 
性 性 和 连续 性 , 我 们 只 要 考虑 ze EB;, ye 万 的 情形 . 若 ?和 泌 我 们 有 (wzly) = 0 而 
(zlvy) = 0. 若 i=j, 我 们 有 


(uzly) = (wizly) = (zluiy) = (zlvy). 


2.5.17 定理. 设 ,下 是 Hilbert 空间 , we L(E;FF). 
(i Kerv* = (Imu)t. 
(i) Imu= (Keru*)+. 
(ii) Kerw = (Imw*)+. 
(iv) Imw* = (Kerw) 
在 等 式 (i) 和 ( 
y € 下. 我 们 有 ， 


| 


ii) 中 交换 w 和 w*, 即 可 得 到 (iii) 和 (iv)， 现 在 来 证 明 (i). 设 


y € Kerwu’ 今 Wy = 0 今 对 于 任意 的 ze 五 (wuw*ylz) =0 
今 对 于 任意 的 z € E,(yjurz) =0 今 ye (Imwu)-, 


即 得 (i). 在 等 式 (i) 中 , 取 左 右 两 边 的 正 交 补 . 我 们 得 到 
(Kerw’)t = (Im = (Imu)tt = Im. 


中 所 请 已 对 于 稳定 , 是 指 u(F) CF. 
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2.5.18 利用 2.5.17 中 的 记号 , 我 们 称 记 = (Kerw)+ 是 的 支撑 子 空间 . 设 
五 是 wu* 的 支撑 子 空间 . 根据 2.5.17(ii), 我 们 有 玫 = Imw. 设 v 是 久 在 Bl 上 的 限 
制 (作为 Bl 到 | 的 映射 ). 这 样 : 

a) v 是 单 射 (因为 Kerv = (Kerw) 几 B=0); 

b) vv 的 像 在 斑 中 稠密 (因为 Imv = wv(B1) = wu(B1) = wu(E)= Imw). 

空间 马 是 轧 和 Kerw 的 Hilbert 和 , 而 wlkerw = 0. 对 的 研究 就 完全 归结 到 
对 wv 的 研究 , 即 研究 一 个 具有 稠密 像 的 连续 单线 性 算 子 . 


2.6 ” 双 连 续 线性 算 子 


2.6.1 定理， 设 互 , 下 是 内 积 空 间 , wu € L(E; 矿 ). 下 述 条 件 是 等 价 的: 
(i) ww 是 双 射 ,而且 是 双 连 续 的 ; 
(i) wv 是 满 射 , 且 存 在 b> 0 使 得 对 于 任意 的 ze 五 ,有 |uzl > bllzl|. 
若 思 , FF 是 Hilbert 空间 , 这 些 条 件 等 价 于 
( 首 ) wu 是 双 射 . 
0) 寺 (六 : 设 w 是 双 射 , 而 且 是 双 连 续 的 . 设 5= ul > 0. 设 ze EB. 我 们 
定义 y 一 ux. 我 们 有 


lz = yl < le ly = 07 yl = 67 lzll, 


因此 ||uzx|| > bizl. 
(i) 坊 ): 设 条 件 (i 满足 . 设 wz = 0, 我 们 有 x = 0, 因此 是 单 射 . 我 们 可 以 
考虑 wu-!, 它 是 从 下 到 互 的 线性 算 子 . 设 ye F. 定义 z= wu-!'y. 我 们 有 


llyll = lluzll 2 ollzll, 


因此 |lv-iyl| < blyll. 这 就 证 明了 wu-! 是 连续 的 . 
在 Hilbert 空间 的 情形 , 可 以 由 2.3.16 得 到 (这 ) 之 (i. 


2.6.2 设 weL(B;F). 若 业 是 双 射 , 而 且 是 双 连 续 的 , 则 上 述 证 明 中 (i) 坟 (i 
表明 对 于 任意 的 z € 媚 ， 


luzll < Nur HT zll; 
而 上 述 证 明 中 (让) 坊 (i) 表明 , 车 对 于 任意 的 ze EE 有 |luz|| > oj|zll, 则 我 们 有 
b < lu. 


2.6.3 设 已 是 内 积 空间 . 上 的 双 连 续 线 性 双 射 就 是 环 C( 五 ) 中 的 可 逆 元 . 
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2.6.4 定理. 设 妃 是 内 积 空间 , wu € L(B). 设 p 是 由 的 谱 半 径 . 若 p <1( 例 
如 当 llull < 工时 ) 则 1 ww 在 C(B) 中 是 可 逆 的 , 且 


(1 一切 王 1+U 十 妇 十 …. 


这 个 级 数 是 绝对 收敛 的 ( 即 》 ||w"|| < +oo)， 


n=0 
设 o 满足 p<o<1. 那么 对 于 充分 大 的 n, 有 lu" < o", 因此 级 数 》 "| 
7 一 0 
是 收敛 的 . 因为 (根据 2.2.3)C() 是 依 范 数 完备 的 , 级 数 》、 wu" 依 范 数 收敛 . 以 v 记 
它 的 和 . 我 们 有 


(1—w)(l+tut + un) = (+i+ T+) + 二 二 wr 于) = 1 wtl. 
当 一 +oo 时 , 取 极 限 , 利用 2.1.9, 我 们 得 到 
(1—u)v=1. 
同 理 可 证 v(1 一 w)=1. 


2.6.5 ”定理 . 设 媚 , 玉 是 Hilbert 空间 ,U( 相 应 地 ,VV) 是 由 马 到 玉 ( 相 应 的 ,下 
到 万) 的 双 连 续 双 射线 性 算 子 全 体 . 
(i) U 是 L(E; 下 ) 中 开 集 . 
(ii) 对 于 weEU 定义 的 映射 ur wu-! 是 U 到 VV 的 线性 算 子 . 

站 ) 设 wo EU, 而 we L(B;) 满足 uw 一 wvol| < ws 溃 ~1. 定义 vv 一 ws'weL(B). 
我 们 有 

vo—1l= | (wu) < luo Hy — woll < 1. 

根据 2.6.4, v 在 L(E) 中 可 逆 . 因为 w = vov, 是 双 射 , 且 是 双 连 续 的 . 因此 7 在 
L(B; 卫 ) 中 是 开 的 . 

(让) 显然 , 对 于 we U, 我 们 有 w -1 eV, 且 由 UV 到 V 的 映射 nu 一 wu-! 是 U 
到 V 的 双 射 . 设 wo es U, 现在 我 们 来 证 明 rm wu-! 在 uo 连续 . 记 vw = us'w, 那么 
v 是 L(E) 中 的 可 逆 元 素 . 我 们 有 wu-! = v-1wuj1, 因此 只 需 证 明 映 射 v 一 v-! 作为 
L(E) 中 的 可 逆 元 素 集 4 到 自身 的 映射 在 1 是 连续 的 . 而 根据 2.6.4, 我 们 有 , 对 于 
I1 -vl <1: 


v1l=(1-(1-v0)) i 1=(1-v)+(1—v)+(l—v +.… 
因此 


1—wvll 
l= sos ， 
1 一 和 杠 一 名 
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因此 当 1 一 wv 一 0 时 vw-! 一 1 一 0. 
这 样 就 证 明了 从 U 到 V 的 映射 ur wu-! 是 连续 的 . 交换 EB 和 下, 这 样 就 得 到 
它 是 双 连 续 的 . 


2.6.6 ”定理 . 设 万, 是 Hilbert 空间 , weE L(B; 太 ). 为 使 凡是 双 射 且 是 双 连 
续 的 , 需 且 只 需 u* 是 双 射 且 是 双 连 续 的 . 在 此 情况 下 , (ww-1)* = (w*)-1. 
设 是 双 射 且 是 双 连 续 的 . 记 w-! = vw. 我 们 有 


uw=idp, BH w= idg, 


因此 


vu =idr, Hwv =idg. 


这 样 就 证 明了 w* 是 双 射 且 是 双 连 续 的 , 且 (w*)7* =v*. 
在 上 文中 交换 w 和 w*, 这 样 , 当 w* 是 双 射 且 双 连续 时 , w 也 是 双 射 且 是 双 连 续 
的 . 


2.7 “特征 值 


2.7.1 设 妃 是 复线 性 空间 , 而 是 五 的 一 个 线性 算 子 . 五 的 一 个 元 素 z 被 称 
作 的 特征 向 量 , 若 存 在 某 个 复数 和 满足 uz = Xz. 一 个 复数 j 被 称 作 %v 的 特征 值 ， 
若 存 在 某 个 非 零 的 y e 5 使 得 wy = jw. w 的 特征 值 全 体 称 为 v 的 点 谱 :. 


2.7.2 0 向 量 总 是 久 的 特征 向 量 , 且 对 于 任意 的 入 都 有 wu(0) = X0. 反之 , 行 z 
是 v 的 一 个 非 零 特 征 向 量 , 那么 满足 wz = Xz 的 和 是 唯一 确定 的 , 而 且 显然 和 是 一 
个 特征 值 . 我 们 称 之 为 x 对 应 的 特征 值 . 

设 ye C. 满足 uy = uy 的 ye 玉 构成 的 集合 是 Ker(w - 门 , 因此 是 的 一 个 
线性 子 空间 , 记 作 马 ,. 我 们 称 之 为 对 应 的 特征 子 空间 . 称 y 是 一 个 特征 值 就 是 说 
刀 , 关 {0}. 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 而 ve L(Z), Bj 是 五 的 一 个 财 线性 子 空间 , 因 
此 它 的 Hilbert 维 数 是 确定 的 ; 我 们 称 之 为 / 的 重 数 . 


2.7.3” 例 . 设 马 具有 有 限 维 数 n, 我 们 知道 v 具有 至 少 一 个 , 至 多 个 特征 
值 . 


2.7.4 ” 例 。， 我 们 考虑 例 2.1.11 及 其 中 记号 . v 的 特征 值 为 a;. 事实 上 , 因为 
uei = aiei, 每 个 ai 都 是 特征 值 . 反之 , 设 和 是 一 个 特征 值 . 存在 2(7) 中 的 z 关 0 使 
得 wz = Xz. 设 z = (zijier. 我 们 有 wz = (Qizri)ier, 因此 对 于 任意 的 i, A 和 zxi = aizi. 
存在 一 个 ; e 了 满足 Aj 头 0. 这 样 等 式 Xzj = oj2j 推出 入 = aj. 
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2.7.5 ” 例 . 我 们 考虑 例 2.1.13 及 其 中 记号 , 假设 A 是 有 界 的 , 且 对 于 任意 的 
te 人 取 f(t) = 上 那么 ur 的 点 谱 是 空 的 事实 上 , 设 ge ZI2(A), yeC 满足 
uf9 = 19. 我 们 有 : 


0= ls = pol = 人 人 -oOP a 


因此 存在 零 测度 集 4 c A 使 得 对 于 +t 4 A 使 得 (1 一 j)g(t) = 0. 那么 对 于 t¢ AUf{n} 
有 g(t) = 0, 而 4u{A 是 零 测 度 的 . 因此 在 Z2(A) 中 9 = 0. 


2.8 ” 谱 , 隔 解 式 


2.8.1 设 刀 是 Hilbert 空间 ,we L(B). 考虑 所 有 使 得 以 -和 在 L(B) 中 是 可 道 
的 和 全 体 构成 的 集合 . 这 个 集合 在 C 中 的 补 集 称 为 w 的 谱 , 记 作 Spw. @ 


2.8.2 ”定理 . 设 马 是 Hilbert 空间 ,wu € L(E). 
(i) Spw 是 C 中 闭 集 . 
(iv 的 任意 特征 值 都 是 Spw 中 元 素 . 

Qi) 由 C 到 L(E) 的 映射 入 己 一 和 是 依 范 数 连续 的 . (根据 2.6.5(i))L(B) 中 不 
可 逆 元 的 集合 在 范 数 拓扑 下 是 闭 集 , 因此 它 在 前 述 映射 下 的 逆 像 是 C 中 闭 集 . 

(i) 设 入 是 v 的 特征 值 , v - 入 不 是 单 射 , 因此 Ae Spw. 


2.8.3” 例 . 设 户 是 有 限 维 Hilbert 空间 , ve L(EB). 我 们 知道 L(E) 中 的 单 射 
元 都 是 双 射 , 这 样 根据 2.1.6, 它 是 双 连 续 的 . 因此 v 的 谱 就 是 它 的 点 谱 . 


2.8.4 ” 例 . 我 们 考虑 例 2.1.11 及 其 中 记号 . 根据 2.7.4 和 2.8.2, Spw 包含 全 
体 a 构成 的 集合 的 闭 包 4. 我 们 来 证 明 Spv = 4. 设 A ecC 满足 A 4 4 数 族 
((ai 一 入 -1)ier 是 有 界 的 . 根据 2.1.11, 存在 vs L(42( 了 )),v 把 22(7) 的 元 素 (Xi) 映 
到 (证 i) . 容易 验证 (w 一 和 )vei = v(w 一 和 ei; = ei, 因此 w 一 和 在 L(2(7)) 中 

' 1ET 

有 逆 v, 这 样 和 ¢ Sp 

2.8.5 ” 例 . 我 们 考虑 例 2.1.13 及 其 中 记号 , 假设 A 是 有 界 的 (但 不 是 一 个 单 
点 集 ), 且 对 于 任意 的 te A 取 f(t) = t， 我 们 来 证 明 Spur = A. 设 入 e C 使 得 
和 # A. 这 样 A 上 的 函数 上 g(t) = 一 > 是 有 界 的 , 这 样 我 们 就 可 以 考虑 [2(A) 
上 的 连续 线性 算 子 wy. 容易 验证 


(uf — Nug = wluy — N=1. 


中 记 作 Sp 或 Sp(u) 均 可 . 
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因此 和 4 Spuj. 现在 假设 we 玉 . 设 s > 0. 存在 长 度 为 1> 0 的 人 的 子 区 间 A' 使 
得 
teEA' 僵 革 一 中 入 E. 
设 疡 是 A 上 和 A' 的 特征 函数 . 我 们 有 
2 一 | Ih dt=), 
nl = 人 OP 志 
且 
ls = ol? = fle OF 时 < 一 sl 
人 

根据 2.6.1, uf 一 4 在 L(E) 中 不 是 可 逆 的 , 因此 人 LE Spwy. 

2.8.6 ”定义 ， 设 妃 是 Hilbert 空间 , we L(B). 定义 在 C\Spu 上 , 取 值 在 
L(E) 中 的 函数 入 记 (w 一 入 -1 称 作 久 的 隙 解 式 . 

2.8.7 对 和 eC\Spw 定义 RA)= (wu-- 和 -1 设 和 ,4 EC\Spw, 我们 有 

RA) — R(p) = (A— HROAOR. (16) 

事实 上 ， 


(Ww — NROA) -RO = NRO)G- A -uo NRW 一 及) 
=u—H—(u—AN)=A-h, 


然后 只 要 左 乘 上 (w 一 入 -! = R(A), 右 乘 上 (w 一)-! = R(y) 即 可 . 
2.8.8 和 豫 解 式 是 从 C\ Spu 到 L(E) 的 连续 映射 . 这 由 2.6.5(i 可 以 得 到 . 


2.8.9 ”定理 . 设 忆 是 Hilbert 空间 ,we L(E),p 是 它 的 谱 半 径 . 
(i) 若 和 eSpu, 我 们 有 | 和 |<p. 
( 放 ) 若 马 关 0, 则 存在 入 ESpw 满足 | 和 | =p. 

设 和 eC 满足 p < |A. 那么 入 关 0, 而 和 -iw 的 谱 半 径 < 1. 因此 (根据 2.6.4) 
1 一 和 lw 是 可 逆 的 , 所 以 入- 是 可 逆 的 , 和 4 Spw. 这 就 证 明了 (i). 

现在 假设 w 是 可 逆 的 , 并 以 v 记 它 的 道 . 对 于 任意 的 整数 ”> 0, 我 们 有 w"w" = 
1; 若 马 关 {0}, 我 们 得 到 

1 < Jer llllv®) < ler lo, Bp1 < er Yel 

取 极 限 , 我 们 得 到 1 < plldfl, 因此 p > 0. 这 样 , 若 p = 0, 则 w 是 不 可 道 的 , 0 € Sp 
这 样 就 对 p = 0 证 明了 (i). 

下 面 我 们 要 对 p > 0 证 明 (ii). 首先 , 我 们 立即 可 以 化 简 到 p = 1 的 情形 . 这 样 
对 于 任意 的 和 e Spw, 我 们 都 有 | 和 | < 1. 我 们 用 反 证 法 , 假设 对 于 任意 的 入 € Sp 
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我 们 都 有 |A| < 1. 那么 v 的 豫 解 式 A” R(A) 至 少 对 于 |A| > 1 都 有 定义 而 且 是 连 
续 的 . 
设 s> 0; 存在 a > 1 使 得 


A=1=> 1R(N) - R(aNl < e， (17) 

(因为 驳 解 式 在 {Ae C,1 < |A| < 2} 定义 的 紧 集 上 是 一 致 连续 的 ). 设 ”是 一 个 > 0 

的 整数 . 设 刷 ,… ,wn 是 1 的 nn 次 根 .由 一 个 简单 的 分 解 可 以 得 到 , 对 于 EC- {0}， 
nX"-!1 1 1 


) 


We i 
即 


1 二 > [me = 出 


i=l \j#i 
假设 ju| > 1. 那么 因为 (wr 一 jy7) = (4 一 jw1)… (4 一 pwn), 所 以 
nu™ 1 =)) (re - ey] = (wp) Du po) 
i=1 \j#i i=1 


因此 ， 


特别 的 ， 


考虑 到 (17), 我 们 有 
Gr oD -ww a") | < ellull. (18) 
注意 到 
wu 1) l= 1+) 1) l=1+(w—1)-,, 
wu or) l=- to oo)! =1+(a "uw — 1)-.. 


这 样 (18) 就 成 为 
| — 1) (a "ur — 1) < ellull. (19) 
若 a! 满足 1 < aow < a. 存在 整数 N 满足 


n>zN=|wl| o>= la "ul ga a” = (a/a)", 
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而 当 ?” 一 +eo 时 (a/f/a)" 一 0. 因此 对 于 充分 大 的 n, 我 们 有 
[CC 


而 (18) 给 出 
lo 1) +1 < seG+lwlD. 


这 样 我 们 就 证 明了 , 当 nn 一 十 oo 时 , ( 一 1)-1 一 一 1, 所 以 uw?* 一 1 一 一 1, 即 得 
w 一 0. 而 这 是 不 可 能 的 , 因为 (根据 2.2.6) 对 于 任意 的 m， 


1=p" < hh). 


2.8.10 这 样 我 们 看 到 C 中 以 0 为 中 心 , 以 p 为 半径 的 闭 圆 盘 是 包含 Spw 的 
最 小 的 闭 圆 盘 ; 这 就 解释 了 “ 谱 半 径 ” 这 个 词 的 来 历 . 


2.8.11 根据 2.8.2 和 2.8.9(ii), ( 当 户 关 {0} 时 )Spw 是 C 的 非 空 紧 子 集 ， 例 
2.8.4 还 证 明了 C 中 任何 一 个 非 空 紧 子 集 都 可 以 作为 Sp 


2.8.12 在 陈述 下 述 一 些 性 质 时 , 我 们 用 z*( 而 不 是 z) 来 记 复数 z 的 共 示 . 对 
于 C 的 子 集 4, 我 们 用 4*( 而 不 是 4) 来 表示 集合 {z*, z € 4}, 这 样 我 们 就 可 以 避免 
和 4 的 闭 包 混 淆 起 来 . (我 们 注意 到 如 果 我 们 把 一 个 复数 z 等 同 于 C 上 以 z 为 系数 
的 乘法 算 子 的 话 , 那么 z 的 共 纯 正好 就 是 z 的 复 共 思 ). 


2.8.13 ”定理 . 设 万 是 Hilbert 空间 , ve L(B). 我 们 有 Sp(w*) = (Spw)*. 
设 和 eC 使 w-- 和 可 道 ,那么 (根据 2.6.6)w* 一 入 = (wu 一 入 * 也 是 可 道 的 . 因此 
Sp(w*) C (Spw)*. 交换 ww 和 w*, 我 们 就 得 到 需要 的 等 式 . 


2.8.14 ”定理 . 设 瑟 是 Hilbert 空间 ,w 是 L(E) 中 的 可 遂 元 ( 即 0 4 Spw). 我 
们 有 Sp(w-!) = (Spw)-1. 

设 和 eC\{0} 使 w 一 入 可 首 , 那么 ww!1 一 和 -1 = 一 和 -lw-1(w 一 入 ) 也 是 可 逆 的 . 
因此 Sp(w-!) C (Spw)-1. 交换 w 和 w-!, 即 得 等 式 . 


2.8.15 ”定理 . 设 马 是 Hilbert 空间 , we L(B), p EC[X] 满足 p(w) € L(E). 
我 们 有 Sp(p(w)) = p(Spw). 

我 们 可 以 假设 关 {0}, 这 样 Spu 产儿. 

设 ge CIX]. 为 使 得 g(w) 是 可 逆 的 , 需 且 只 需 g 在 Spwu 上 处 处 不 为 0. 事实 上 ， 
我 们 可 以 假设 a 关 0. 我 们 写 下 分 解 式 gq(X) ==a(XX 一 入 )( 关 一 和 2)…(XX 一 和 nm). 阁 gq 
在 Spu 上 处 处 不 为 0, 我 们 有 Xi 4 Spu,… ,和 Nn 4 Spw, 因此 au) = alw 一 入 1)(w 一 
和 2)… (4 一 入) 在 L(E) 中 是 可 逆 的 . 反之 , 设 gq(w) 在 L(E) 中 有 逆 元 w 我 们 有 


(人 一 Xialu 一 aa) (uo Mn)v = gqg(u)v = 1, 
va om Ma) Uo MA) A) = va(u) = 1, 
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因此 w 一 入 可 着, 即 Xi 4 Spw. 同 理 有 和 ¢ Spu,:… ,和 4¢ Spu. 
在 此 假设 下 , 设 入 e C, 我 们 记 p -和 = q. 我 们 有 


Ae Sp(p(W)) 全 p(w) 一 不可逆 全 gd) 不 可 逆 
今 4 在 Spbpv 上 有 零点 (根据 上 文 ) 
今 p 在 Spu 上 取 和 值 
售 入 Ep(Spu). 


2.8.16 ”定理 . 设 马 是 Hilbert 空间 ,wu € L(B). 我 们 把 ze€ EB, zl|| = 1 时 
(i) 设 入 是 一 个 到 WW(w) 距离 > 0 的 复数 . 那么 和 ¢Spu, 且 vw 一 和 -< di. 
(让) Spwu 包含 在 W(w) 的 闭 包 中 . 

Qi) 在 w 上 加 上 -和 , 我 们 把 情形 归结 到 和 = 0. 这 样 对 于 任意 满足 |z|l| = 1 的 
ZE 互 我 们 有 wx< |(uzlz)l; 因此 , 对 于 任意 的 ye 艺 ， 

: dllyll? < luyly)| < lluyllllyl, 
这 样 

dallyl| < lluyll. (20) 

这 首先 推出 v 是 单 射 , 因为 对 于 任意 的 z e E, (w*zlz) = (uz|z)*, 我 们 有 W(w*) = 
W(w)*, 因此 0 到 W(w*) 的 距离 为 d. 这 样 w* 是 单 射 , 所 以 (根据 2.5.17(ii))Imw = 瑟 . 

现在 来 证 明 Imw = EE. 设 ye E. 存在 BE 中 序列 (z%) 满足 luzn 一 i 一 0. 这 
样 当 m,n 一 十 oo 时 luznm 一 wzn|| 一 0, 因此 根据 (20) 有 ||zm 一 zaj| 一 0, 从 而 (zx;) 
收敛 于 E 中 元 素 x. 我 们 有 


uz = lim uzn = Y, 


因此 ye Inw Imw = B. 根据 2.6.1 和 2.6.2, u-1€ L(E), |u-!<d-l. 
(i) 是 Gi) 的 直接 推论 . 


.2.9 ”线性 算 子 的 强 收 敛 和 弱 收 敛 


2.9.1 我们 先 来 回顾 一 些 拓扑 概念 , 它们 是 2.3.4 的 推广 . 设 X 是 一 个 集合 ， 
C 是 一 个 分 离 拓 扑 空间 . 考虑 以 X 为 指标 集 的 C 的 乘积 CX; 这 也 就 是 从 和 到 C 
的 映射 全 体 . 我 们 在 其 上 赋予 分 离 的 乘积 拓扑 9. 这 个 拓扑 也 被 称 为 简单 收敛 拓扑 . 
( 若 4 是 CX 的 子 集 , 4 上 由 2 诱导 的 拓扑 也 称 为 简单 收敛 拓扑 ) 

(i) 设 fe CX. 我 们 可 以 根据 下 述 方法 构造 f 的 一 个 邻 域 . 我 们 选取 X 中 元 素 
Z1;…, Zn; 了 (71) 的 一 个 邻 域 Di1,… , f(zn) 的 一 个 邻 域 D，, 我 们 考虑 满足 


g(x1) € Di,:.. ,g(xzn) € Dn, 
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的 9 E Co 构成 的 集合 TYz ,zn D1 , Dr: 当 TX1),** ,Tn) D1,: , Dn 变化 时 ， 
有 ooDD。 构成 了 了 对 于 拓扑 9 的 一 个 基本 邻 域 系 . 

(i) CX 中 的 序列 (fi, fo, …) 收敛 于 f 当 且 仅 当 对 于 任意 的 z e X, 户 (z) 一 
f(z). 

( 首 ) 设 了 是 一 个 拓扑 空间 , t r* pi 是 TT 到 CX 的 映射 . 为 使 这 个 映射 是 连续 
的 , 需 且 只 需 , 对 于 任意 的 z € 义 , TT 到 C 的 映射 t+ ex(z) 是 连续 的 . 

2.9.2 ”应 用 2.9.1 于 下 述 情形 : X 是 一 个 Hilbert 空间 B,C 是 具有 强 拓扑 ( 弱 
拓扑 ) 的 Hilbert 空间 下 , 而 4 = L(E; 下 ). 由 此 得 到 的 L(E; FF) 上 的 分 离 拓扑 称 为 
强 拓 扑 ( 弱 拓 扑 ). 

2.9.3 设 we L(E;F). 我 们 可 以 用 下 述 方式 构造 v 的 一 个 强 邻 域 : 我 们 选取 
E 中 元 素 Tl1, ,Tn 和 一 个 E> 0, 我 们 考虑 集合 Woz,... ,Tn}E) 其 元 素 为 满足 


了 
的 ve L(E; 下 ). 由 2.9.1(i) 容易 知道 Wi,.… ,ze 构成 了 的 一 个 基本 强 邻 域 系 . 
2.9.4 设 we L(B; 下， 我 们 可 以 用 下 述 方式 构造 4 的 一 个 弱 邻 域 : 我 们 选 
取 EE 中 元 素 zi，…，zn， 下 中 元 素 1,，…，yn 和 一 个 = > 0, 我 们 考虑 集合 
2。，、。 we, 其 元 素 为 满足 
(vrily) — (Wrily)| < eVrnlyn) — (Urnlyn)| < 
的 ve L(B; 下 ). 2 sw wie 构成 了 4 的 一 个 基本 弱 邻 域 系 . 


2.9.5 L(E; 下 ) 中 的 序列 (wi,w2,… ) 强 收敛 ( 弱 收 敛 ) 于 ue LA(E; 政 ), 当 且 仅 
当 对 于 任意 的 ze EB, unz 强 收敛 ( 弱 收 敛 ) 于 ux. 


2.9.6 ”定理 . 设 忆 ,FF 是 Hilbert 空间 . 那么 在 L(B;F『) 上 , 范 数 拓扑 比 强 拓 
扑 更 为 精细 , 强 拓扑 比 弱 拓 扑 更 为 精细 . 

设 weC( 玉 下 ,而 了 是 业 的 强 邻 域 . 那么 Y 包含 有 一 个 形 如 2.9.3 中 考虑 的 邻 
域 Ws,.…,ziie. 设 V' 是 L(B;F) 中 以 久 为 中 心 , 半径 7 > 0 的 闭 球 , 其 中 7 满足 

nz < e+ ,qz < <. 
这 样 V' 是 的 范 数 邻 域 , 且 V' Cc V, 因为 车 ve V', 我 们 有 , 对 于 任意 的 i = 1,… ,他 
[vzi — urill < lv — wllllzill < 可 zs < 

这 就 证 明了 定理 的 前 半 部 分 . 后 半 部 分 由 2.3.9 易 得 . 


2.9.7 一 般 来 说 , 2.9.6 中 考虑 的 三 种 拓扑 是 两 两 不 同 的 ; 然而 当 忆 和 FF 都 是 
有 限 维 空间 时 , 它们 是 一 致 的 (习题 ). 
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2.9.8 ” 定理. 设 媚 , 尺 是 Hilbert 空间 . 若 C( 刀 ; 严 ) 中 的 一 列 元 素 (un) 弱 收 
伊 于 wu, 我 们 有 


supllun|| <+o0， 和 |jul| < lim inf |lw,l. 
nn 了 一 十 CO 


对 于 任意 的 ze 五, 我 们 有 (根据 2.3.13) sup |lunz| < +oo. 因此 (根据 2.2.4)， 
sup ||un|| < 十 oo. 而 男 一 方面 ， 


& 
lluzl| < lim inf |lunzl (根据 2.3.14) 
< lim inf unllllal 


= ||z|| lim inf Jlw 
9 一 十 Co 


因此 


ull < lim inf lv,l. 
有 一 十 Co 


2.9.9 ”定理 . 设 王 ,已 是 Hilbert 空间 . 
(Qi) 由 L(E;F) x CPP) 到 L(E; 耻 ) 的 映射 (wu) 下凡 十 v 是 强 连续 和 弱 连 续 的 . 
(i 由 L(E;F) 到 L(F;B) 的 映射 一 w* 是 弱 连 续 的 . 
( 首 ) 设 电 是 L(B) 上 的 单位 球 . 那么 由 忆 x B 到 B 的 映射 (u,v) muo 是 强 连 续 的 . 

(i) 设 ze 五 .根据 2.9.1(ii), 由 L(E;) 到 碾 的 映射 一 wz 对 于 强 拓扑 ( 弱 
拓扑 ) 是 连续 的 . 因此 由 L(E; FF) x_C( 瑟 ;站 到 的 映射 (wo 中 wz (wo Fuz， 
(vv) 局 wz 十 vz = 二 (ww 十 v)z 对 于 强 拓扑 ( 弱 拓 扑 ) 都 是 连续 的 . 因此 根据 2.9.1(iii)， 
由 L(E; 了 f) x CC 古书) 到 L(E; 下) 的 映射 (w,v) mv 上 +v 是 强 连续 ( 弱 连 续 ) 的 . 

(ii 设 z eB,yeF. 根据 2.9.1(iii), 由 L(E; 下 ) 到 己 的 映射 wm wz 对 于 强 拓 
扑 ( 弱 拓 扑 ) 是 连续 的 . 因此 (根据 2.3.4(ii)) 由 L(E; 五 ) 到 C 的 映射 到 -> (wz 四. 而 
(uzly) = (zlu*y). 因此 基于 同样 的 理由 , 由 L(E; 政 ) 到 互 的 映射 wu wry 和 L(E; 下 ) 
到 L(F; B) 的 映射 ur wv* 都 是 弱 连 续 的 . 

(ii) 设 ze EB. 对 于 w v, uo, vo € B, 我 们 有 


uvz 一 vovozll < lu(v — vo)zl| + (wv — vo)vozll 
< |lullll(v — vo)zl| + (wv — wo)vozl| 
< | 


|(v — vo)z| + ||(w — vo)vozll 
因此 , 若 lo 一 vo)zl| se, | 一 wo)voz|| < s, 我们 有 wuz 一 wovoz|| < 2e. 我 们 得 到 : 


那么 由 B x B 到 忆 的 映射 (w,v) woz 是 强 连续 的 . 因此 (2.9.1( 痢 )) 由 BxB 到 
L(B) 的 映射 (w,v) > wv 是 强 连续 的 . 


III 特殊 的 线性 算 子 类 


3.1 正常 算 子 % 


3.1.1 ”定理 ， 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 ,而 we L(E). 则 下 述 条 件 等 价 : 
(iD wu = uu; 
(并) 对 于 任意 的 xz EB, ||uz|| = |Iw*zl. 

设 ze 五 . 我 们 有 luzll2 = (wzluz) = (wuzlz) 和 uszl2 = (wu*z|z). 因此 

对 任意 的 zlluz|l| = wzl 令 对 任意 的 zx,(w*wz|z) = (wu*z|z) 
全 wu 二 uu* (根据 2.1.10). 

3.1.2 ”定义 .。 设 马 是 Hilbert 空间 . L(E) 的 一 个 元 素 称 为 是 正常 的 , 若 它 满 
足 3.1.1 中 人 条件 . 

3.1.3 ” 例 . 我 们 用 例 2.1.11 中 记号 . 根据 2.5.3, 对 于 任意 的 i 我们 有 w*e; = 
ie 因此 wu*e; = aiGiei = wues, 所 以 ww = 人， 

3.1.4 ” 例 . 我 们 用 例 2.1.13 中 记号 . 根据 2.5.5, 我们 有 (wy)* = wz, 因此 
uu)” = Upp = (Wf) 

3.1.5 显然, 若 v 是 正常 的 , 那么 u* 是 正常 的 , 且 对 于 任意 多 项 式 p € CIX]， 

3.1.6 ”定理 ， 设 态 是 Hilbert 空间 ,4 是 L(B) 中 正常 元 素 ,T EER 且 和 AeC. 
下 述 条 件 是 等 价 的 : 

@ 称 “正常 算 子 ”或 “正规 算 子 ” 均 可 . 


3.1 正常 算 子 . 63 . 


(i) Zz 是 久 的 对 应 于 特征 值 和 的 特征 向 量 ; 
(ii z 是 w* 的 对 应 于 特征 值 和 的 特征 向 量 . 

因为 u 一 和 是 正常 的 , 对 于 任意 ye 瑟 我 们 有 |- Myl = |(w* 一 yl; 由 此 可 
知 Ker(w 一 入 ) = Ker(w* 一 入 ), 即 得 定理 . 


3.1.7 ”定理 . 设 妃 是 Hilbert 空间 ,ww 是 L(B) 中 正常 元 素 . 对 于 任意 的 和 EC,， 
设 也 是 相应 的 特征 子 空间 . 那么 若 入 关 j, E、 和 羽 , 是 正 交 的 . 
设 ze EE, y € BB. 我们 有 


Mzly) = (Mly) = (uzly) = (zlu'y) 
= (zlRy) (根据 3.1.6) 
= p(zly), 
根据 入 夭 凡 即 得 (zjy) = 0. 
3.1.8 推论 1， 设 下 = >》 本,G 是 已 的 闭 包 . 


入 EC 
(iD Hilbert 空间 G 是 及 的 Hilbert 和 . 


(ii G 化 简 v. 
(让) ylca 没有 任何 特征 值 . 

Qi) 根据 G 的 构造 , 及 的 并 集 在 G 中 是 完全 的 . 而 在 另 一 方面 , 根据 3.1.7, EE、 
是 两 两 正 交 的 . 

(i) (根据 3.1.6) 每 一 个 及 对 于 w 和 w* 都 是 稳定 的 , 因此 G 对 于 和 wu 都 
是 稳定 的 . 

( 诈 ) 设 ze G+ 是 wlei 的 一 个 特征 向 量 . 这 样 z 是 v 的 一 个 特征 向 量 , 因此 
rz EG. 因为 ze GNG+, 我 们 有 z=0. 


3.1.9 ”推论 2。 设 望 是 可 数 Hilbert 空间 , w 是 C( 瑟 ) 的 正常 元 . 那么 久 的 点 
谱 是 可 数 的 . 

根据 1.7.10, 五 的 任意 标准 正 交 子 集 都 是 可 数 的 . 因此 , 利用 3.1.7 中 的 符号 , 所 
有 非 零 的 及 构成 的 族 是 可 数 的 . 


3.1.10 推论 3.1.8 把 对 于 正常 线性 算 子 的 研究 化 简 为 对 于 没有 特征 值 的 正常 
线性 算 子 的 研究 . 但 这 种 简化 有 时 候 是 无 效 的 , 因为 根据 3.1.8 中 的 记号 , 我 们 很 可 
能 会 有 G = 0( 参 见 2.7.5). (不 过 读者 还 是 可 以 比照 4.3.2 加 深 对 这 一 点 的 理解 ). 


3.1.11 定理 . 设 马 是 Hilbert 空间 ,ww 是 L( 马 ) 的 正常 元 . 我 们 有 


Keru= (Imu)+, Imw= (Kerw)+. 


因为 Kerv = Kerw*, 由 2.5.17 即 得 结论 . 
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3.1.12 ”定理 . 设 妃 是 Hilbert 空间 ,ww 是 L(B) 的 正常 元 . 久 的 请 让 径 等 于 
lull. 
对 任意 的 ze E, 我 们 有 jw2zl| = wuz)ll = lw*(wz) 川 因此 根据 2.5.11 有 
lw = jlw*wll = llwll>. 归纳 可 得 
| = mw， 
因此 jlw?" || 恋 = |lull. 当 n 一 +oo 时 即 得 定理 . 
3.1.13 ”推论 。 设 万 是 Hilbert 空间 ,是 L(E) 的 正常 元 . 我 们 有 


De an ob [Cuzlz)l. 


事实 上 ， 
sup |z| 入 sup |(wzlz)| (根据 2.8.16) 
zESpu IIzllg<1 
< llull 
< sup |z| (根据 2.8.9 和 3.1.12). 
ZzESpu 


3.2 ”Hermite 算 子 


3.2.1 ”定理 . 设 马 是 Hilbert 空间 , we L(E). 下 述 条 件 是 等 价 的 : 
(i) 万 x 忆 上 的 半 双 线性 型 (x,y) 忆 (wzly) 是 Hermite 的 ; 
(i 对 于 任意 的 rz, y Ee EB, 有 (uzxly) = (zluy); 
(过) 对 于 任意 的 zx E 忆 , (uzlz) 是 实数 ; 
(iv) w= vu*. 
若 M 是 尺 对 于 互 的 一 组 标准 正 交 基 的 矩阵 , 则 这 些 条 件 还 等 价 于 
(Vv) M 是 Hermite 矩阵 . 

条 件 (i) 意味 着 对 于 任意 的 z, ye E, 有 (wzly) = (ugylz), 由 此 得 到 它 和 (i) 等 
价 . 根据 1.2.5, 我 们 知道 (让 伟 ( 击 ). 条 件 (ii) 的 另 一 种 写法 是 对 于 任意 的 rz, ye 已 
有 (uzly) = (w*zly), 因此 根据 2.4.3, 它 和 条 件 (iv) 等 价 . 最 后 和 条 件 (v) 的 等 价 性 
由 2.5.3 得 到 . 


3.2.2 ”定义 . 满足 3.2.1 中 条 件 的 线性 算 子 称 为 Hermite 的 , 或 者 称 为 自 共 
斩 的 . 


3.2.3 ” 例 . 取 例 2.1.11 中 的 记号 . 根据 2.5.3, 为 使 w= 必 , 需 上 且 只 需 对 于 任意 
的 iel,a;€RR. 
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3.2.4 “” 例 . 取 例 2.1.13 中 的 记号 . 我 们 有 : 


uj 是 Hermite 的 仿 = wy (根据 2.5.5) 
兮 uy_F = 二 0 (根据 2.1.13) 
今 了 一 = 0 几乎 处 处 成 立 (根据 2.1.13 中 的 等 式 (9)) 
今 厂 几乎 处 处 都 是 实数 . 


3.2.5 ” 例 . 取 例 2.1.14 中 的 记号 , 并 设 A = A'. 若 在 A x A 上 几乎 处 处 有 
K(t,t") = K(t,t), 
则 由 2.5.6 可 知 vx 是 Hermite 的 . ( 逆 命 题 也 是 成 立 的 , 参见 4.2.9.) 


3.2.6 设 忆 是 有 限 维 Hilbert 空间 ,ww 是 L(EB) 中 的 Hermite 元 . 我 们 知道 存在 
马 的 标准 正 交 基 (e1,… ,en) 和 实数 Xi,…… , 入, 使 得 对 于 任意 的 i 都 有 we; = 和 ei. 
这 门 课 的 目的 就 是 在 适当 的 范围 内 将 这 个 结果 推广 到 无 限 维 . 从 3.2.4 和 2.7.5 我 们 
已 经 知道 需要 对 于 命题 的 陈述 作 相当 大 的 改动 . 


3.2.7 一 个 Hermite 算 子 显然 是 正常 的 , 因此 3.1 中 的 结论 在 这 里 都 成 立 . 


3.2.8 ”定理 . 设 马 是 Hilbert 空间 , /是 L(E) 中 的 Hermite 元 ,下 是 巨 的 闭 
线性 子 空间 . 为 使 FF 化 简 h, 需 且 只 需 , 所 在 下 稳定 . 
因为 h* = h, 这 是 显然 的 . 


3.2.9 ”定理 ， 设 妃 是 Hilbert 空间 . 
(i) 车 hi, hz EL(E) 是 Hermite 元, 则 hi 十 ho 也 是 Hermite 元 . 
(ii) 若 heL(E) 是 Hermite 元 ,而 和 ERR, 则 Mh 是 Hermite 元 . 
( 道 ) 著 有, ho e L(E) 是 Hermite 元 , 则 当 且 仅 当 万 j = hohi 时 hih2 是 Hermite 
元 . 
(iv) 若 heL(E) 是 Hermite 元 , 而 pe 了 RIX], 则 p(h) 是 Hermite 元 . 
(v) L(B) 中 的 Hermite 元 全 体 构成 一 个 弱 闭 集 . 
(vi) Hermite 算 子 的 Hilbert 和 也 是 Hermite 算 子 . 
结论 (i) 由 (hi 十 ho)* = 及 十 及 可 得 . 结论 (ii) 可 由 (XMh)* = XMh* 得 到 , 结 
论 (ii) 可 由 (hih2)* = 贴 夺 得到. 结论 (iv) 是 小 (i) 和 (区 ) 的 推论 . 结论 (v) 是 
2.9.9(ii) 的 推论 . 结论 (vi) 是 2.5.17 的 推论 . 
3.2.10 定理. 设 妃 是 Hilbert 空间 , we L(E). 
(i) 存在 唯一 确定 的 ui, uz E L(E), 使 得 w= wi 十 iu2. 
(ii) 我 们 有 


1 有 1 
Wi = 5+ )， U2= (Vu ). 
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(iii) 为 使 也 是 正常 元 ， 需 且 只 需 172 一 12141. 


定义 
1 水 水 
U1 = Ft) 好 三 机 忆 一 人 小 
我 们 有 

， 1 水 1 水 

Wiv2 一 可 他 十 从) 十 可 他 一 外 ) = 
+ 一 二 (ur 十 )= 未 ~(u* — wu)=u 
U1 2 三 21， Us 一 oi 一 U2. 


若 L(B) 的 Hermite 元 wi 和 ws 满足 w= wi 十 iw, 我 们 有 ww* = wv? 一 iw? = 
vi 一 jw, 因此 


1 * 1 水 
3+ ) = pl Oa ) = 42， 


这 样 我 们 就 证 明了 结论 (i) 和 (ij). 由 下 面 的 等 式 就 可 以 得 到 结论 (过 ): 
War 一 UW 一 (ul 十 iw2 ) (Lu1 a ivw2) Ee (4 iwo ) (U1 iu2 ) 一 2i(v2ou1 = V1U2). 


3.2.11 在 许多 (例如 量子 力学 ) 问题 中 , Hilbert 空间 上 的 算 子 是 复数 的 自然 推 
广 (事实 上 在 1 维 的 情形 这 两 者 本 身 就 是 重合 的 ). 算 子 的 共 斩 运 算 就 是 复 共 恩 的 类 
比 . 这 样 Hermite 算 子 对 应 的 就 是 实数 . 基于 这 种 理由 , 利用 3.2.10 中 的 记号 , 我 们 
通常 称 wl 是 v 的 实 部 , 而 v 是 的 虚 部 . 


3.3 ”Hermite 算 子 之 间 的 序 


3.3.1 ”定义 ， 设 马 是 Hilbert 空间 , 九 和 大 是 L(E) 中 的 Hermite 元. 我 们 记 
h 区 上 (或 者 之), 车 对 于 任意 的 EB 都 有 


(hz|z) < (kz|z). 


3.3.2 ”立即 可 得 通过 上 述 方式 我 们 定义 了 L(E) 中 Hermite 元 集合 上 的 一 个 
( 偏 ) 序 关 系 . L(E) 中 满足 h > 0 的 Hermite 元 h 被 称 作 是 正 ( 定 ) 的 . 我 们 有 


khOk—h>0. 
在 3.2.11 所 提 到 的 类 比 中 , 正定 Hermite 元 对 应 的 就 是 > 0 的 实数 . 


3.3.3 设 马 是 Hilbert 空间 , we L(B). 若 对 于 任意 的 ze EB 都 有 (wzlz) > 0， 
则 (根据 3.2.1 的 条 件 (i)) wu 是 Hermite 元 , 且 显 然 u 是 正 的 ， 因 此 , 称 v 是 正 
Hermite 元 也 就 是 说 EB x BB 上 的 半 双 线性 型 (z,y) 一 (uzly) 是 ( 半 ) 正定 Hermite 
的 . 


3.3 ”Hermite 算 子 之 间 的 序 . 67 . 


3.3.4 ”定理 ， 设 五 是 Hilbert 空间 . 
(i) 若 h,k,h 和 k' 是 L(E) 中 满足 hg<k,h' gk 的 Hermite 元 , 则 有 十 h < 有 十 kk. 
草 若 h 和 k 是 L(E) 中 满足 hh<k 的 Hermite 元 ,而 入 <0, 则 Ah > Ak. 
( 首 ) L(E) 中 的 正 Hermite 元 全 体 构 成 的 集合 是 弱 闭 的 
(iv) 若 wueL(E), 则 w*w 和 wu* 是 正 的 Hermite 元 . 
(v) 若 h 是 L(E) 中 的 Hermite 元 , 则 12 是 正 的 Hermite 元 . 

条 件 (i) 和 (i 是 显然 的 . 

对 于 zx, y € EB, 由 L(E) 到 C 的 映射 ur (wuzly) 是 弱 连 续 的 . 因此 , 对 于 任意 
的 z € E, 满足 (uzlz) > 0 的 we L(E) 全 体 构成 一 个 弱 闭 集 .， (ii) 中 考虑 的 集合 就 
是 一 族 闭 集 的 交 , 从 而 是 弱 闭 的 . 

若 ue L(B), 我 们 有 , 对 于 任意 的 ze 已 


(wuzlz) = vr)? 20, (wzlz) = Ju'zll? > 0, 
即 得 (iv). 结论 (v) 是 (iv) 的 推论 . 
3.3.5 设 h 是 L(E) 中 的 Hermite 元 . 若 互 关 {0), 我 们 定义 


Mn = sup (hzlz), mn = inf (hz|z). 


zll=1 llzll=1 
那么 Mp 和 mn 是 有 限 实数 . 我 们 马上 可 以 得 到 


M_n 三 Mp, Mp = — My. 


3.3.6 ”定理 .， 设 马 是 Hilbert 空间 ,hh 是 L(E) 中 的 Hermite 元 . 
(i) Mp 是 满足 hg M 的 最 小 实数 M. 
(i) mp 是 满足 m < h 的 最 大 实数 m. 
设 ye EE. 存在 ze 和 和 eC 使 得 ||z||=1 且 y= 》Xz. 则 
(hyly) = AA(hzlz) < AAAM = AA(Mhzlz) = (Mayly), 


因此 h < Mn. 设 M 是 一 个 满足 h < M 的 实数 . 对 于 满足 ||zl| = 1 的 任意 ze 已 
我 们 有 
(Pzlz) < (Mrzlz) = 


因此 Mn < M. 这 样 就 得 到 了 (i). 把 hh 换 成 -h 即 得 到 ( 订 . 


3.3.7 例 . 取 例 2.1.11 中 记号 , 并 假设 对 于 任意 的 i, a; 都 是 实数 , 这 样 ( 根 
据 3.2.3) wu 是 Hermite 元 . 我 们 有 


u 之 0 驴 对 于 任意 的 ie Tai > 0. 
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事实 上 , 若 v > 0, 则 对 于 任意 的 i, 我 们 有 am = (weilei) > 0. 反之 , 假设 对 于 任意 的 
i, oi 之 0. 设 工 = (Ai)ier € 如 (了), 我 们 有 


(uzl|z) = > ， aiXiXi > 0, 
i€T 
因此 w > 0. 
这 样 我 们 就 得 到 , 对 于 a e R, 有 


u <<a 兮 对 于 任意 的 ie Ta;<a. 
因此 


M', = sup Qi. 
iEI 


同 理 可 得 
i€T 


3.3.8 ” 例 . 取 例 2.1.13 中 的 记号 , 并 设 7 几乎 处 处 是 实 的 , 这 样 (根据 3.2.4)wy 
是 Hermite 元 . 我 们 有 


uf 之 0 今 几 乎 处 处 都 成 立 f(t) > 0. 
事实 上 , 假设 几乎 处 处 都 有 fi) > 0. 对 于 任意 的 ge L2(A), 我 们 有 


(usglg) = 人 jbg(D TD dt > 0 


反之 , 假设 wj > 0. 对 于 任意 整数 n > 0, 以 4 记 满足 f(t) < _ 工 的 全 体 1e A 构 
成 的 集合 . 我 们 来 证 明 4,, 是 零 测度 集 ， 如 果 不 是 这 样 ，4,, 就 包含 了 一 个 具有 有 限 
测度 7 > 0 的 可 测 集 ; 设 9 是 这 个 集合 的 特征 函数 ; 我 们 有 ge 52(A) 且 


一 -一 1 Tr 


o< (uglg) = fF) nO at < -i lotOF a =o, 


WA 


这 显然 是 不 可 能 的 . 

这 样 全 体 4( 对 于 n = 1, 2,…) 的 并 集 4 就 是 零 测度 的 . 对 于 te AN 4, 我 们 
有 , 对 于 任意 的 n, f(t) > -= 因此 f(t) > 0. 

由 此 , 若 a e 到, 则 


uf < a 全 几乎 处 处 都 成 立 Fb < a 
因此 M。 是 / 的 本 性 上 确 界 . 同 理 m。, 是 的 本 性 下 确 界 . 


3.4 投 影 ‘ 69. 
人 
3.3.9 ”定理 . 设 妃 是 Hilbert 空间 ,hh 是 L(E) 中 的 Hermite 元 ,是 L(E) 
中 元 素 . 
(i) 我 们 有 Sph Cc [mn, Mal. 
( 我 们 有 hl| = sup(|mal, Mal). 
Gi) 设 wa wz 分 别 是 u 的 实 部 和 虚 部 . 那么 , 当 我 们 把 C 和 RR? 等 同 起 来 的 时 候 ， 
Spu CC [mw Mu] x [mw Ml. 
由 2.8.16(ii) 即 可 得 (i); 同 理 , 利用 ||z|| = 1 时 我 们 有 关系 式 


(uzlz) = (uizlz) 二 ifuaz|z) € [mi, My ] x [ms, Mo,)], 


即 可 得 ( 才 ). 现在 来 证 明 (ii). 设 |z|| = 1, 我 们 有 |(hz|z)| < ll; 因此 |mn| < nll, 
|Mr| < lh 剩 下 要 证 明 
hll < sup(|mal, [Mil). (1) 


根据 3.1.13, 存在 Ae Sph Cc [mn, Mn], 使 得 ||h| = |A|. 把 换 成 一 h( 这 样 做 不 改变 
(1) 中 的 任何 一 个 量 ), 我 们 可 以 假设 | 由 | = 和 , 即 得 


al < Mi & Ma & sup(|mnl, [Ma|). 


3.4 投影 


3.4.1 ”定理 ， 设 妃 是 Hilbert 空间 , we L(E). 下 述 条 件 是 等 价 的 : 
() w=w = ww. 
(ii) 存在 忆 的 闭 线 性 子 空间 严 使 得 以 = Pr. 

(让 > 人 : 由 1.6.9( 过 ) 和 (iv) 可 知 P2& = Pp. 在 另 一 方面 , 若 x, ye 一 我 们 有 
rz— Prz€E Ft,y— Prye Flt, 因此 


(Przly) = (PrzlPry)= (zlPry), (2) 


因此 Pp = Px. 

(全 (说 : 假设 w=w*=w?. 设 G=Keru 而 = GL. 因为 u = w*, 我 们 有 
(根据 2.5.17(iv))F = Imw. 由 于 w= w2, 对 于 任意 的 ye Imw 有 wy = y, 因此 根据 
连续 性 这 对 于 任意 的 y e F 都 成 立 . 这 样 , w 在 G 和 下 上 都 和 Pe 重合 , 所 以 在 
G++ 忆 = 上 也 和 Ps 重合 。 


3.4.2 定义. 满足 3.4.1 中 条 件 的 算 子 称 为 投影 . 
(有 时 候 我 们 会 在 更 广 的 意义 下 使 用 “投影 ” 这 个 词 . 在 那 种 情况 下 我 们 称 满足 
3.4.1 中 条 件 的 算 子 是 “ 正 交 投影 ”)， 
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3.4.3 设 p 是 请 中 投影 , 对 于 任意 的 ze 五 , 我 们 有 
(pzlz) = |lpzll”. 
(这 是 (1) 的 特例 .) 由 此 我 们 得 到 p > 0. 


3.4.4 ” 定理. 设 忆 是 Hilbert 空间 ,而 以 = Pp,v 二 Pe 是 马 中 投影 . 下 述 条 
件 是 等 价 的 : 
(i) wv = 0; 
(i) vu = 0; 
(ii) 已 和 G 是 正 交 的 . 
如 果 这 些 条 件 成 立 , 那么 下 +G 是 媚 的 闭 线性 子 空间 , 且 ww 十 v = Pp+tG. 
我 们 有 (vu)* = ww = uv, 因此 


一 0 邻 U 一 0. 
假设 wv = 0. 设 ye G. 我 们 有 
Pry = Pr Pay = uvy = 0, 


因此 wuz = 0. 因此 屎 和 G 正 交 . 
设 玉 和 G 正 交 , 而 ze 五 我们 有 wz eG, 所 以 wz=0. 这 样 ww = 0. 
假设 uv = vu = 0. 这 样 


(wt+o) =w+uwtouty =ut+v 8 (trv) =u+y, 
因此 w+v 是 一 个 投影 . 对 于 任意 的 ze EE, 我 们 有 
(wi+v)r=urt+vr ErF+i+G, 
因此 Im(w 十 v)C (+G). 若 ye 已 我 们 有 
(+)Y = WY=Y, 


因此 已 c Im(w 十 v); 同 理 G c Im(w +v), 最 后 我 们 有 In(u +v) = 了 +G. 


3.4.5 ”定理 ， 设 万 是 Hilbert 空间 ,而 以 = Pr,v 二 Pa 是 局 中 投影 .下 述 条 
件 是 等 价 的 : 
(i) wy 
(i) wv = 他 
(十 ) vu = 他 
(iv) FCG. 


3.4 投 影 .71 . 
人 
如 果 这 些 条 件 成 立 , 那么 v 一 是 投影 Poor. 

的 汪 动 : 设 w< wv. 根据 3.4.3, 对 于 任意 的 z e ,我 们 有 juz|l < llozl, 因此 


Ker 人 ID Kerv = Im(l — »). 


对 于 任意 的 ye E, 我 们 有 w(1 -wv)y = 0. 这 样 , u(1 一 v) =0, 即 w= ww. 
(这 全 (过 ): 车 wv = 则 w= w= vw* 二 wu. 
(过 ) 一 (iv): 者 vwu = w, 则 对 于 任意 的 ze 书 


T=Uur= vr Ev(E)= 


因此 PcG. 
(iv) 坟 i): 设 户 Cc G. 这 样 G 是 和 GeF 的 Hilbert 和 .根据 3.4.4, 我 们 有 
Pe = Pr + Poer, T_T 
Paor =v— wu. 


这 就 (根据 3.4.3) 导出 v 一 w > 0, 即 v > w. 同时 我 们 也 证 明了 定理 的 最 后 一 个 结论 ， 


3.4.6 设 马 是 Hilbert 2 空间 , 罗 是 五 中 投影 全 体 , 其 上 有 偏 序 < ;9 是 琅 的 
闭 线性 子 空间 全 体 , 其 上 有 偏 序 <. 根据 3.4.5, 映射 上 Pr 是 从 .多 到 多 的 同 构 
这 样 可 以 使 偏 序 集 多 上 的 很 多 性 质 更 为 明显 . 例如 , 多 以 0 为 最 小 元 , 1 为 最 大 元 . 
多 中 的 任意 一 族 元 素 (Pr,)ier 具有 下 确 界 , 即 对 应 于 下 = 门 瓦 的 Pp, 也 具有 上 确 

i€T 
界 , 即 对 应 于 F' = >_F 的 Pr 
ZE 了 

3.4.7 ”定理 设 马 是 Hilbert 空间 , 而 = Pp,v = Po 是 马 中 投影 . 下 述 条 
件 是 等 价 的 : 
(i) ww 和 w 是 可 交换 的 ， 
(说 wv 是 投影 ; 
( 首 ) fe (FNG) 和 Ge(FNG) 正 交 . 
如 果 这 些 条 件 成 立 , 那么 有 wv = Ppne. 

R=Fe(FNG),G =Ge(FNG). 

(一 ( 进 : 设 ww = wu. 设 ze 丰 . 我 们 有 vr Ee G, 同时 


vz = Vur) = WUz) EF 


因此 vx € FNG, 这 样 就 得 到 luzl2 = (wzlz) = 0; 即 > 和 G 正 交 . 所 以 页 和 G 正 
交 , 从 而 也 和 Gi 正 交 . 
( 放 ) 六 加: 设 及 和 G1 正 交 , 那么 记 , G1, FN G 两 两 正 交 . 根据 3.4.4 我们 有 
v= Pr + PrnG,v = Po +Prnc, 且 


ww = Pr Po + Pr Prnc + PrnGPe, + PpnGPrnG = Prna. 
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( 记 字 GQ): 若 wv 是 投影 , 则 有 wv = (wv)* = v*w* = vu. 

3.4.8 设 ( 轧 )ier 是 一 族 Hilbert 空间 , E = 名 加. 设 对 于 任意 的 ie 了 wi 是 
L(E) 的 一 个 元 素 , 并 假设 sup wl < +eo. 设 w -@ ui. 那么 根据 2.5.16 和 2.2.9， 
我 们 有 

vu 是 一 个 投影 人 对 于 任意 的 ie 7, wu; 是 一 个 投影 . 
在 此 情形 下 , 设 u = Pr, wu = Pr,. 这 样 


F=OBR. 
1E 了 
事实 上 , 设 ze 五 记 z = (zi)ier, 其 中 对 于 任意 的 ie 7 zie Ei. 我 们 有 
rEF SO = SO 对 于 任意 的 iel, wiri= Yi 

3.4.9 定理. 设 万 是 Hilbert 空间 ,wu€ L(E), 已 是 瑟 的 闭 线性 子 空间 . 
(i) 为 使 斑 在 忌 下 稳定 , 需 且 只 需 PpuPr = uPe. 
(ii 为 使 巨 化 简 久 , 需 且 只 需 Ppw = uPr. 

G) 假设 开 在 wu 下 稳定 . 设 ze E. 我 们 有 Prz € F, 所 以 uPrzx € F, 即 
Pp (uPpzx) = uPpzx. 我 们 得 到 PrwuPr = uPe. 假设 PpuPr = uPr. 这 样 

u(F,) 三 uPr(E) = PruPr(E)CHK. 
i) 设 巨 化 简 久 , 古 在 ww 和 w* 下 稳定 , 因此 ,根据 (3): 


Pru Pr 一 uPr, Pru” Pr 一 2 Pp. 


取 第 二 个 等 式 两 边 的 共 斩 , 就 得 到 PruwPr = Ppw. 我 们 得 到 Ppw = uPr. 
假设 Prv = uPs, 取 共 斩 可 以 得 到 w* Pp = Pru*. 因此 


u(F) = uPr(E)= Pru(E)CHh, 
同 理 , w*(F) CF. 


3.4.10 设 妃 已 是 Hilbert 空间 , we C( 瑟 ; 媚 , Bi( 相 应 的 而 ) 是 w( 相 应 的 ww*) 
的 支撑 子 空 间 . 这 时 s = Ps, 称 为 v 的 支撑 . 设 1= Pr, 是 wu* 的 支撑 . 

定理 .，(i) s 是 满足 up = 的 最 小 的 pe L(E). 

(让 )t 是 满足 qu 一 w 的 最 小 的 qe L(F). 


3.5 ”和 恒 等 映射 的 分 解 “ 73. 


Gi) 设 G 是 玉 的 闭 线性 子 空间 , 且 p = Ps. 我 们 有 


up=u 人 ul-p)=0SuPor =0OuG+t)=0 


SGCKeruvSoGIBop>s. 
Gi) 设 gq 是 请 中 的 投影 . 根据 (i) 我 们 有 


quU=uSOWqg=w Ogq>t. 


3.5 ”和 恒 等 映 射 的 分 解 


3.5.1 设 马 是 Hilbert 空间 . 对 于 任意 的 和 eR, 设 及 是 已 的 闭 线性 子 空间 ， 
设 p、 是 中 投影 . 显然 , 族 ( 肥 )xeR( 相 应 的 , (p、)sen) 被 称 作 递增 的 , 若 对 于 任意 
的 和 ^ 冬 所 有 肪 < (相应 的 p、< Pn). 为 使 族 (及 )xeg 是 递增 的 , 需 旦 只 需 (根据 
3.4.5) 族 (pp, )ser 是 递增 的 . 因此 显然 在 递增 闭 线性 子 空间 族 和 递增 投影 族 之 间 存 
在 一 一 对 应 . 

为 使 族 (pp,)er 是 递增 的 , 需 且 只 需 , 对 于 任意 的 z e 已, 函数 +; (pxzlz) = 
lpszll? 是 递增 的 . 

研究 这 些 递增 族 的 意义 将 在 第 V 章 中 阐明 . 


3.5.2 设 (及 )xeR 是 的 一 族 递 增 闭 线性 子 空间 . 对 于 任意 的 入 e RR, 我 们 定 
义 


到 = (J Fs. 
入 /< 入 


我 们 有 F\_.CHhH. 
设 px = Pp、. 我 们 定义 
PDA- = sup py. 
和 /< 入 
我 们 有 px- < pa. 根据 3.4.6, 我 们 知道 px_ = Pr 


3.5.3 ”定理 .保留 前 述 记 号 . 
(i) 对 于 任意 的 ze ,我们 有 
(CDx-zlz) = Cur (pxz|z) = sy um, PX TI). 
( 刘 pa- 是 pw 在 入 一 和 ,入 < 入 时 的 强 极限 . 
设 ze BE 和 据 - 正 交 , 那么 对 于 任意 的 入 < X zx 和 五, 正 交 , 因此 p、_z = 
pxZ=0. 若 ze 及 ,而 s>0, 则 存在 ye U 羽 , 使 得 |x 一 yl| < e; 存在 .< 和 使 


入 "< 入 
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得 ye 瓦 ; 这 样 , 设 j. < 入 < 入 ,我们 有 


lpxz 一 pxzll =1z 一 pxzl (因为 ze 及 -) 
< zx 一 yll (因为 ye ) 
< 


Ee. 


由 线性 性 , 我 们 知道 对 于 任意 的 z € E, 当 入 一 和, 入 < 入 时 pwz 依 范 数 收敛 于 
pa_z. 这 就 证 明了 (说 , 同时 也 证 明了 


WA-Z|Z) = ， ls (pazx|z). 


因为 函数 (pjz|z) 是 递增 的 , 所 以 等 式 右 端 等 于 Sup (Px2|2)， 


3.5.4 还 是 利用 同样 的 记号 , 定义 
H+ = 站 Fy DF PA+ = if PX 之 DA 和， 
和 > 入 
我 们 有 pA+ 一 Pr,,. 
3.5.5 ”定理 . 保留 前 述 记号 . 
(i) 对 于 任意 的 ze 五 ,我们 有 


一 1 / -= li / » 
(pa+zlz) = inf (px zlz) = ,, lim, (PXTl?) 


(让) px+ 是 px 在 入 一 和 ,入 > 入 时 的 强 极限 . 

如 果 我 们 记 g、= 1 - p_、, 那么 (qs)xer 是 一 族 递 增 的 投影 ,只 需 对 它们 应 用 
3.5.3 即 可 . 

3.5.6 ”我 们 称 族 ( 队 )xeR 在 Xo 是 右 连续 的 , 若 肥 。+ = 及 。 这 个 族 被 称 作 右 
连续 的 , 若 它 在 R 的 每 一 点 是 右 连 续 的 . 我 们 用 类 似 方法 定义 左 连续 性 . 若 及 。 埃 
及 +， 那么 我 们 称 Ao 是 (了 )xeg 的 间断 点 . 

对 于 族 (px)xeg 我 们 也 有 相应 的 概念 . 


3.5.7 我 们 定义 : 


二 起 Es 
入 ER 入 ER 
D+oo 三 Shp Rs ，D_oo 二 inf px- 
我 们 有 po = Pr ,po = Pp_。. 如 同 在 3.5.3 中 那样 , 对 于 任意 的 ze 万 ， 


(p+ooz|z) = sup(PAz|z) = lim (DAZ|2)， 
AER 入 一 十 co 


且 piw 是 px 在 入 一 +oo 时 的 强 极限 . 类 似 可 得 对 于 p_。 的 结论 . 


3.5 ”和 恒 等 映射 的 分 解 75 . 


3.5.8 定义 设 马 是 HLilbert 空间 . 万 的 一 个 分 解 指 的 是 一 个 满足 Fw = Bb, 
y BP 一 0 的 右 连 续 递 增 闭 线性 子 空间 族 (F\ )AeR: idp 的 一 个 分 解 指 的 是 一 个 满足 
pte 二 jdp,p-_oo 一 0 的 右 连 续 递增 投影 族 (p、)Men. 


3.5.9 例 ， 设 已 是 具有 有 限 维 数 ” 的 Hilbert 空间 . 设 ( 瑟 )er 是 万 的 一 个 
分 解 . 定义 d、 = dim 肥 . 函数 d 在 及 上 递增 , 且 它 的 值 只 能 为 0 1 ,n. 以 记 
满足 d(A) = 的 入 e 民 构成 的 集合 . 这 是 一 个 线段 . 这 样 R 就 是 万 , 五 .… , 的 无 
交 并 . 着 和 jE I, 且 入 < 我 人 有 所 cc , 且 4d(X) =d(p). 因此 环 = .这 样 
函数 和 一 及 在 灭 取 常 值 . 若 交 > 0, 则 (本 )aer 必定 有 间断 点 . 

我 们 将 看 到 在 无 限 维 的 时 候 情况 会 有 所 不 同 . 这 将 被 用 来 解释 无 限 维 空间 上 的 
Hermite 算 子 谱 理论 有 时 候 是 没 用 的 . 


3.5.10 ” 例 ， 设 (ei)jier 是 (7) 的 典范 标准 正 交 基 . 对 于 任意 的 ie 7 设 
ai E R. 对 于 任意 的 As R, 设 及 是 由 满足 a; < 和 的 e 生成 的 闭 线性 子 空间 . 显 
然 入 < 4 推导 出 及 C 瓦 , 且 所 有 的 及 的 并 集 包含 任意 的 6;, 因此 在 (站 设 
XE 门 有 到. 对 于 任意 的 ;ez 存在 和 eR 满足 和 < a 这 样 e; 和 及 正 交 , 所 以 也 


入 ER 
和 z 正 交 ; 因此 xz 和 任意 的 e; 正 交 , 即 得 > = 0. 因此 我 们 得 到 
了 oo 一 E, F_w 一 {0}. 


我 们 有 ei € Fo,, 但 e; 4 Fs,_，, 因此 ,车 I# gg, 则 族 (到 )AcR 不 是 左 连 续 的 . 我 
们 将 看 到 它 是 右 连 续 的 . 事实 上 , 设 e R. 设 (相应 的 ， K) 是 满足 a; < A( 相 应 的 
o > A) 的 i e 了 构成 的 集合 . 记 Pp、= p、. 对 于 ie J 我 们 有 mei = ei, 且 对 于 
入 > 入 也 有 pwe; = ei, 因此 px+ei 二 6i. 对 于 i Ee K, 我 们 有 pe; = 0; 存在 入 > 
使 得 X < Qi, 因此 pxei 一 0; 所 以 


pA+€i 三 0. 


这 样 对 于 任意 的 ie I 有 pAei 二 ptei, 最 后 就 得 到 px = px+. 

现在 假设 的 集合 在 R 中 稠密 . 这 样 对 于 任意 满足 y < yw 的 ,yw, 存在 fer 
使 得 J < ai < jy, 由 此 得 到 e; € 已 ei ¢ 五 ,. 这 样 , 请, 关 Fw: 分 解 (五 )er 在 任意 
长 度 > 0 的 区 间 上 都 不 取 常 值 . 


3.5.11 例 . 设 人 是 RR 中 线段 . 对 于 和 eR, 设 及 是 对 于 任意 满足 上 > 入 的 
te A 都 有 f(t) =0 的 fe LI2(A) 构成 的 集合 . 那么 (本)aerR 是 2(A) 的 一 个 左 连 
续 分 解 (这 一 事实 容易 证 明 , 留 作 习 题 ). 若 人 具有 有 限 上 确 界 1, 则 对 于 和 > ! 我 们 
有 及 =Z2(A). 若 A 具有 有 限 下 确 界 4 则 对 于 入 <7 我们 有 肥 = {0}. 

设 jy EA 而 pj <p, 人 A 中 [pw 的 特征 函数 是 包 , 中 和 厂 , 正 交 的 非 零 元 
素 . 这 样 , 已 ， 郑 已 : 这 样 分 解 (RA)xeg 在 A 中 任何 长 度 > 0 的 区 间 上 都 不 是 常 值 
的 . 
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3.5.12 ”定理 ， 设 (如)ier 是 一 族 Hilbert 空间 ,已 = 失 思 ,在 EE 中 , 设 
ZE 了 
(ph)xer 是 一 族 投影 . 设 p、 是 投影 个 z. 
i€T 
(i 为 使 (p)xer 是 一 个 递增 投影 族 , 需 且 只 需 , 对 于 任意 的 i Ee J, (DA)xeR 是 一 个 
递增 投影 族 . 
(让) 假设 条 件 (i) 满足 . 我 们 有 ， 


p+ = Bn ,p= BD, 


i€T i€T 
Ds 他 
pto = 四 站- ;Pp-%w = 由 往 - 
ZE 了 i€ET 


(过 ) 为 使 (pA)AeR 是 单位 映射 的 一 个 分 解 ， 需 且 只 需 ， 对 于 ie 了 (DA)AeR 是 单位 映 
射 的 分 解 . 
设 A, y€ RR. 对 于 任意 的 ie 了 我 们 有 
papn = DA S DO = PA. 
考虑 到 3.4.5, 结论 (i) 得 证 . 下 面 假设 (i) 中 条 件 成 立 . 那么 p、_(E) 是 由 满足 X < 和 
的 pv(B) 生成 的 闭 线性 子 空间 , 因此 (根据 3.4.8) 对 于 满足 ieIT 和 入 < 入 的 
pi,(;) 生成 的 闭 线性 子 空间 也 是 它 , 同样 对 于 全 体 满 足 i e 了 的 及 _(Bi) 生成 的 闭 
线性 子 空间 还 是 它 . 根据 3.4.8, 我 们 得 到 
pA— 二 Dr 
i€IT 
要 是 我 们 改 为 考虑 这 些 空间 的 正 交 补 , 我 们 有 
p+ = DP 
ZE 了 
而 


Dt+o = 个 四 =， p—o 二 Pr-~ 


ZE 了 i€T 
的 证 明 是 类 似 的 . 最 后 , 结论 (ii) 是 人 ) 和 (ii) 的 推论 . 


3.5.13 ”定义 .在 3.5.12(iii) 的 条 件 中 , 我 们 称 单 位 映射 的 分 解 (pA)xeR 是 单 
位 映射 的 分 解 (以 )xeR 的 Hilbert 和 . 
对 于 忆 和 E; 的 分 解 我 们 也 有 类 似 的 概念 . 


3.6 ”等 距 算 子 


3.6.1 ”定理 . 设 马 ,是 Hilbert 空间, 且 we€ L(E; 了 ). 下 述 条 件 是 等 价 的 : 


3.6 等 距 算 子 “77. 


(i) 对 于 任意 的 zE 五 ,|uz|| = ||zll; 
( 边 对 于 任意 的 x, y € E, (wrluy) = (x|y); 
(这 ) ww = idg. 

条 件 人 (相应 的 ，(ii)) 可 以 写作 : 对 于 任意 的 x e 五 ，(usuzlz) = (zz)( 相 应 的 ， 
对 于 任意 的 x, ye EE, (w*uzly) = (zly)), 于 是 根据 2.4.4( 相 应 的 , 2.4.3), 它 和 (ii) 等 
价 . 


3.6.2 ”定义 . 满足 3.6.1 中 人 条件 的 的 线性 算 子 称 作 等 距 . 
显然 一 个 这 样 的 算 子 保持 距离 . 这 里 所 用 的 术语 和 度量 空间 理论 中 所 用 的 是 一 
致 的 . 


3.6.3 设 we L(B; 了 ) 是 等 距 , ww 是 从 Hilbert 空间 互 到 准 Hilbert 空间 Imw 
的 同 构 . 因此 Imw 是 完备 的 , 从 而 它 在 中 是 闭 的 . 


3.6.4 定理. 设 忆 ,是 Hilbert 空间 , 且 we L(E; 政 ). 下 述 条 件 是 等 价 的 : 
(i) wv 是 从 Hilbert 空间 EE 到 Hilbert 空间 所 之 间 的 同 构 ; 
( 边 ww 是 等 距 且 是 满 射 ; 
(ii) wu = idg, Bwvu* = idp; 
(iv) ww 是 双 射 且 vw-l = wx. 
=(iv): 阁 wu 是 从 巨 到 的 同 构 ,w 是 双 射 且 是 等 距 映射 ， 因 此 (根据 
3.6.1)w*w = idg, 即 得 w* = w-l. 
(iv) 僵 (ii): 这 是 显然 的 . 
(ii 一 : 若 wrw = idg, (根据 3.6.1) w 是 等 距 ; 若 我 们 还 有 wu* = idr,v 是 双 
射 . 
(i) 坟 (i): 根据 3.6.3, 这 是 显然 的 . 
3.6.5 ”定义 ， 满足 3.6.4 中 条 件 的 算 子 称 为 西 算 子 . 
(根据 3.6.4(ii)) 一 个 西 算 子 显然 是 正常 的 . 


3.6.6 设 马 是 一 个 有 限 维 Hilbert 空间 . 车 we L(E) 是 等 距 映 射 , 则 v 是 单 
射 , 因此 是 满 射 , 这 样 w 就 是 一 个 西 算 子 . 

在 无 限 维 情况 就 有 所 不 同 了 . 例如 , 设 是 从 & 到 l2 的 下 述 映射 : 它 把 8 的 
元 素 (和 i, 和 2,… ) 映 到 (0, 入 ,和 2,…). 立即 得 到 w 是 [2 上 的 等 距 映 射 ; 但 v 不 是 满 
射 , 所 以 不 是 西 算 子 . 


3.6.7 ” 例 .。 取 例 2.1.11 中 的 记号 . 我 们 有 
u 是 西 算 子 全 v 是 等 距 映 射 全 对 于 任意 的 ie Tai| = 1. 
事实 上 , 若 v 是 西 算 子 , 则 w 是 等 距 . 若 v 是 等 距 映 射 , 则 对 于 任意 的 Ye 有 


oil = lloieil| = lueill = leill =1. 
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最 后 , 假设 对 于 任意 的 ie I, 有 |ai| = 1. 根据 2.5.3, 我 们 知道 任意 的 i e I, 有 
w*ei 二 oiei, 因此 
uw’ (ei) = aiiei =ei, Vu(ei) = AiQiei = €i, 

即 得 wu* = wrw = 1. 

3.6.8 设 veCGB; 有 ,根据 3.6.4 中 的 条 件 (ii), uw* 也 是 酉 算 子 . 

3.6.9 设 马 是 Hilbert 空间 . EB 的 西 算 子 构成 一 个 乘法 群 , 成 为 BE 的 西 群 , 或 
Hilbert 空间 EB 的 自 同 构 群 . 

3.6.10 “定理 设 媚 是 不 为 {0} 的 Hilbert 空间 ,v 是 L( 忆 ) 的 西元 . 那么 Spw 
是 单位 图 ( 即 满足 | 和 |=1 的 入 EC 构成 的 集合 ) 的 非 空 子 集 . 

(根据 2.8.9) 我 们 知道 Spw 是 一 个 非 空 紧 集 . 若 Ae Spw, (根据 2.8.2(ii)) 我 们 
有 | < jlull = 1, 且 (根据 2.8.12) 和 -1 e€ Sp(w-!), 因此 | 和 -! < 1, 这 样 最 后 就 得 到 
IA=1. 


3.6.11 根据 3.6.7 和 2.8.4, 一 个 西 算 子 的 谱 可 以 是 单位 圆 的 任意 紧 子 集 . 


3.7 ”部 分 等 距 算 子 


3.7.1 ”定义 ， 设 马 , 下 是 Hilbert 空间 , 且 weEL(E; 耻 ). 设 以 是 忆 的 支撑 子 
空间 . 我 们 称 是 一 个 局 部 等 距 , 若 wlp, 是 等 距 . 

3.7.2 保留 3.7.1 中 记号 . 车 三 是 w* 的 支撑 子 空 间 , 而 wi = wlp,. 根据 2.5.18， 
Imw = Imwi, 且 在 玉 中 稠密 , 且 根 据 3.6.3, Imwi 是 闭 的 . 因此 Imw = Imwi = 了 五 . 
这 样 , ul 就 是 到 刻 的 一 个 西 算 子 . 

3.7.3 ”定理 . 保持 上 述 记号 . 

(i) uu 一 Pp; 
(i) 从 El 到 互 的 西 算 子 wlg, 具有 逆 映 射 w*|F,; 
( 道 ) w* 是 部 分 等 距 . 
(i) 对 于 任意 的 > e 五 , 我 们 有 
(wuzlz) = uzll — uPe, zx? (根据 3.4.10(i)) 
= Pp,zl? (因为 ulg, 是 等 距 ) 
= (Ppzlz) (根据 3.4.3)， 


因此 根据 2.4.4, wx*v = Ps,. 
(i) 上 述 关 系 和 3.7.2 推出 


(vw |r,)(ulE,) 一 idp,, 
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即 wm 和 过 分 别 是 从 忆 到 五 和 从 五 到 i 的 互 着 同 构 映射 . 
(ii 我 们 刚刚 看 到 w*|s, 是 等 距 映 射 . 由 五 的 定义 ， 


w | = 0, 


所 以 w* 是 部 分 等 距 . 


3.7.4 ”定理 . 设 ,是 Hilbert 空间 , 且 we L(E; 下 ). 下 述 条 件 是 等 价 的 : 
(i ww 是 局 部 等 距 ; 
(i) w* 是 局 部 等 距 ; 
(ii) w*w 是 投影 ; 
(iv) uwu* 是 投影 . 
人 全 (: 这 是 3.7.3 的 推论 . 
Qi) 对 这): 由 3.7.3 可 以 得 到 (i) 坊 (者 ). 反之 , 设 w*w 是 一 个 投影 p. 对 于 任意 的 
ZE 五 , 我 们 有 
luzl? = (euzlz) = (pzlz) = llpzll?. 
因此 : 
1) Kerv = Kerp, 这 样 久 的 支撑 子 空间 轧 | 等 于 p( 万 ); 
2) 者 ze 囊 , 我 们 有 luzll = lpzll = zl 
因此 ww 是 一 个 部 分 等 距 . 
(让 令 (iv): 在 等 价 关 系 (i) 全 (说) 中 交换 v 和 we 即 可 得 到 . 


3.7.5 根据 3.7.1, 一 个 等 距 映 射 自然 是 部 分 等 距 . 根据 3.7.4, 等 距 映 射 的 共 思 C 
是 局 部 等 距 . 因此 我 们 有 下 述 图 表 : 


具有 等 距 共 轿 的 算 子 


一 个 Hilbert 空间 上 的 连续 线性 算 子 之 间 的 一 般 关系 如 下 : 


投影 一 一 => 正 Hermite 元 一 > Hermite 元 一 > 正常 元 


| 


部 分 等 距 < 一 一 一 一 一 等 中 一 一 一 一 西 算 子 
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4.1 紧 算 子 


4.1.1 设 万 , 太 是 Hilbert 空间 , 且 we C(B; 站. 设 B 是 巨 中 的 闭 单位 球 . 那 
么 (根据 2.3.15) u(B) 在 F 中 是 闭 的 . 


4.1.2 ”定理 ， 设 马 , FF 是 Hilbert 空间 , B 是 轧 中 闭 单位 球 , 且 v€ L(E;FF). 
下 述 条 件 是 等 价 的 : 
(i) w(B) 是 (对 于 范 数 拓扑 ) 紧 的 . 
( 对 于 互 中 任意 序列 (x1,X2,…), 我 们 可 以 从 序列 (wzi1,uz2,…) 中 找到 一 个 收 
伊 子 列 . 
(二 ) 存在 L(E; 古 ) 的 一 列 有 限 秩 元 素 (uw1, wu2,…), 使 得 当 nn 一 十 oo 时 ||wu 一 ul| 一 0. 
全 ( 训 : 假设 v(B) 依 范 数 拓扑 是 紧 的 . 设 (zi1,z2,…) 是 五 中 有 界 序列 . 存 
在 入 > 0 使 得 对 于 任意 的 n, 和 zx,, e B. 这 样 对 于 任意 的 n, Auzn e u(B), 于 是 我 们 
可 以 从 序列 (Xuzi, Auzz,…) 中 取出 一 个 收敛 子 列 . 
(一 人: 设 条 件 (ii) 成 立 . u(B) 的 任意 一 列 元 素 都 可 以 写作 (wzi,ux2,…), 其 
中 对 于 任意 的 n, z e B; 由 假设 , 我 们 可 以 取出 一 个 收敛 子 列 . 因此 wu(B) 在 下 中 是 
相对 紧 的 . 但 (根据 4.1.1)u(B) 在 Ff 中 是 闭 的 . 
Gi) 过 (ii): 假设 u(B) 是 紧 的 . 设 s > 0. 存在 加 , yn Ee u(B) 使 得 v(B) 中 任 
意 元 素 都 和 某 个 y; 的 距离 < e. 设 玉 = Cy 十 … 十 Cyn, 它 是 的 一 个 有 限 维 线性 
子 空间 , 从 而 (根据 1.5.10) 是 闭 的 . 对 于 任意 的 > e u(B), 我 们 有 


|z— Pr'zl| < e. 


因此 对 于 任意 的 z e B, 都 有 luz 一 Pruzl < e. 换 句 话说 , ju 一 Prull < e. 但 由 于 
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Pru(E) CF, 从 而 算 子 Pr 是 有 限 秩 的 . 这 就 证 明了 (iii)， 

(证 )=> (i): 设 条 件 (ii) 满足 . 设 。 > 0. 存在 整数 ”使 得 lw -wll < e. 集合 
un(B) 是 有 界 的 , 且 包 含 在 F 的 一 个 有 限 维 线性 子 空间 内 . 因此 存在 z1,… ,ze 也 
使 得 w(B) 的 任意 一 个 元 素 都 和 某 个 wuzi 的 距离 < e. 设 ze B. 存在 i 使 得 


un (zx) — vzill < e， 
即 得 
luwz — uzil| < 2e. 


这 样 u(B) 的 闭 包 (这 是 下 的 一 个 完备 子 集 ) 是 紧 的 ; 但 另 一 方面 (根据 4.1.1) 这 个 
闭 包 就 是 w(B). 


4.1.3 ”定义 ， 设 马 , 下 是 Hilbert 空间 . L(E; 下 ) 的 元 素 称 作 是 紧 的 , 若 它 满足 
4.1.2 中 条 件 . 

4.1.4 ”定理 . 设 万, 下, G 是 Hilbert 空间 . 
() 若 u,vEL(B;F) 而 和 EC, 则 w+v 和 A 是 紧 的 . 
(i) 若 wuEL(E;F) 和 weL(F;G) 是 紧 的 , 则 wu 是 紧 的 . 
( 诈 ) 车 weEL(E;F) 和 we L(G; 局 ) 是 紧 的 , 则 ww 是 紧 的 . 
(iv) 若 ue L(E; 玉 ) 是 紧 的 , 则 wu* 是 紧 的 . 

当 我 们 把 “ 紧 ” 替 换 成 “有 限 秩 ”时 , 这 些 结论 都 是 显然 的 . 下 面 只 要 利用 4.1.2 
中 的 条 件 (ii) 即 可 . 

4.1.5 ”定理 . 设 万 ,下 是 Hilbert 空间 . 那么 由 万 到 万 的 全 体 紧 算 子 构成 的 
集合 是 依 范 数 拓扑 闭 的 . 

设 vt, v2,… E L(E; 耳 ). 假设 wi1, wz,… 是 紧 的 , 且 |w -wll 一 0. 我 们 要 证 
明 v 是 紧 的 . 我 们 知道 存在 L(E; 玉 的 有 限 秩 元 素 v, 使 得 


1 
on ~ unll < = 
这 样 
[vn — wl = vn — unl + lun ~ ull — 0, 
因此 ww 是 紧 的 . 


4.1.6 ” 例 . 设 忆 ,下 是 Hilbert 空间 . 若 刀 和 态 是 有 限 维 的 , 从 瓦 到 下 的 连 
续 线 性 算 子 都 是 有 限 秩 的 , 因此 是 紧 的 . 我 们 将 看 到 一 般 情 况 下 这 一 点 并 不 成 立 . 


4.1.7 例 . 取 2.1.11 中 记号 . 我 们 将 证 明 下 述 条 件 是 等 价 的 : 

(i) 是 紧 的 ; 

(ii) 对 于 任意 的 。 > 0, 除了 有 限 个 以 外 所 有 的 |ai| 都 < e. (车 T= {1,2,3,. …}), 此 
即 : 当 n 一 +oo 时 oa 一 0). 
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假设 ， 是 紧 的 .用 反 证 法 , 假设 存在 = > 0 和 无 穷 多 个 指标 1, iz，… e 了 使 得 
|ai, | > e, |oi, | > €,*…- 


我 们 可 以 从 序列 (wei, ,weis,…) 中 取出 一 个 依 范 数 收敛 子 列 . 但 是 wei, = oisei, 且 
(如 同 2.3.10 可 知 ) 序列 (oi ei) 弱 收 敛 于 0. 因此 从 (oieis) 中 可 以 取出 一 个 子 列 
依 范 数 收敛 到 0. 而 这 是 不 可 能 的 , 因为 |ai,ei = |ai| > e. 

假设 条 件 (ii) 满足 . 设 es > 0. 存在 的 有 限 子 集 J 使 得 对 于 任意 的 ie TJ 有 
lail ge. 对 ie J 定义 ol=as, 对 ieTI\J 定义 a=0. 和 2.1.11 一样 , 族 (ai)ier 
定义 了 ArEz(D)) 的 一 个 元 素 w. 对 于 ie I\ J 我 们 有 we; = 0, 因此 w 是 有 限 秩 的 . 
在 另 一 方面 ,一 是 由 族 (ai - ol)ier 定义 的 L(42(7)) 的 一 个 元 素 . 因为 对 于 任意 
的 ;seT 都 有 |a -ol < ,根据 2.1.11 我 们 知道 lv -ws s. 这 就 证 明了 ww 是 紧 的 . 


4.1.8 例如 , 当 了 无 限时 , 42(7) 上 的 恒 等 映 射 不 是 紧 的 . 更 一 般 的 , 设 忆 是 无 
限 维 的 , 并 设 we L(E) 是 可 逆 的 , 那么 v 不 是 紧 的 . 这 是 因为 , 利用 4.1.2 中 的 记号 ， 
车 v(B) 是 依 范 数 紧 的 , 则 B = wu-!1(w(B)) 也 是 依 范 数 紧 的 . 


4.2 Hilbert-Schmidt 算 子 


4.2.1 ”定理 . 设 马 ,让 是 Hilbert 空间 , 且 we L(B; 了 中 ). 设 (eijieIl 是 五 的 一 
个 标准 正 交 基 , (fj)jeJ 是 下 的 一 个 标准 正 交 基 . 


(i) 我 们 有 
Sve = f= >, lveilf)h. 
ZE 了 jEJ i€I, jEJ 
(i) 数 》 |lweill? 只 依赖 于 加 而 和 (ei)ier 的 选择 无 关 . 
YE 了 
我 们 有 
lueil2 = > |(ueil 万 )PP， 
jEJ 
ef = Dl fledl = > (weslf)F, 
?ET ZE 了 


即 得 (i), 而 结论 (i) 是 (i) 的 直接 推论 . 
4.2.2 ”利用 上 述 记号 , 在 本 章 中 我 们 规定 : 
人 1/2 
N(u) = 名 be E [0, 十 cool. 


iET 
若 (Bji)jeyier 是 以 关于 基 (e;) 和 ( 方 ) 的 矩阵 , 我 们 有 
Bii = (ueil 方 )， 
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因此 
N(w? = >, |Bnl?. 
iEI,IETS 

4.2.3 ”定理 . 设 万 , 『, G 是 Hilbert 空间 . 
Qi) 若 w,veL(B; 丰 ,我们 有 NN(w+v) < N(wu) + N(w). 
(i 若 we L(E; 下 而 和 eC, 则 NN(Xw) = |AIN(w). 
(十) 若 we L(E;F), 则 N(w)=N(w). 
(iv) 若 weL(E;F), we CORE G), 我 们 有 N(wu) < lw) 
(V) 车 weACGBIP w€ L(G; 马 ), 我 们 有 Nuw) < wllN (wu). 
(vi 若 we L(E; 机) 则 lu < N(w). 

(在 (让 , (iv), (v) 中 我 们 约定 0. (+oo) = 0). 

Q): 当 N(w) = +oo 或 N(v) = +oo 时 这 是 显然 的 . 当 N(w) < +eo 且 N(v) < 
+oco 时 , 根据 4.2.2, 只 需 对 l2(7 x J) 应 用 1.5.1(ii) 即 可 . 

(i): 这 是 显然 的 . 

(者 ): 这 一 结论 可 以 由 4.2.2 和 2.5.3 得 到 . 

(iv): 设 we L(E; 下 ), w € L(F;G), (ei)ier 是 万 的 一 个 标准 正 交 基 . 对 于 任意 的 
ie 7 我们 有 


wweill? < lwll? lweall?, 


因此 
No < wl NG)®. 


(V): 设 we L(E; 下 ), we L(G; 马 ). 根据 (说 ) 和 (iv), 
No) =No sl) = wllN (wu). 


(Vi): 这 一 结论 可 以 由 4.2.2 和 2.1.12 得 到 . 


4.2.4 定义 ， 设 ,FF 是 Hilbert 空间 且 we C(B; 站 我 们 称 ww 是 一 
个 Hilbert-Schmidt 算 子 , 若 N(w) < +oc. 


4.2.5 ”定理 . 设 万 , 玉 ,G 是 Hilbert 空间 ,以 . 因 记 也 到 万 的 Hilbert-Schmidt 
算 子 全 体 . 
(i) 若 w,ve ,我 人 有 w+ve 和. 
和 站) 车 we 而 和 EC, 则 ME. 
(这 ) 车 we 6, 则 wu* 是 一 个 Hilbert-Schmidt 算 子 . 
(iv) 若 we .和 ,weE L(F;G), 则 wu 是 一 个 Hilbert-Schmidt 算 子 . 
(V) 若 we ,we L(G; 马 ), 则 ww 是 一 个 Hilbert-Schmidt 算 子 . 
应 用 4.2.3 即 得 . 
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4.2.6 ”定理 . 设 玖 ,已 是 Hilbert 空间 , 且 ve L(E; 下 ). 下 述 条 件 是 等 价 的 : 
(i) w 是 一 个 Hilbert-Schmidt 算 子 ; 
(让 ) 存在 L(E; 厂 ) 的 一 列 有 限 秩 元 素 (wi1,u2,…), 使 得 .一 十 co 时 NN(wun 一 4) 一 0. 
设 v 是 L(E;F) 中 有 限 秩 元 素 . 设 局 = Kerv, Eo = Bit. 这 样 v|g, 是 单 射 , 而 
v(B2) = v(B) 是 有 限 维 的 (参见 2.5.18), 因此 E2 是 有 限 维 的 . 存在 EB 的 一 组 标准 
正 交 基 (eijicyur 使 得 (eijicy 是 轧 的 标准 正 交 基 , 而 (ei)iex 是 Bo 的 标准 正 交 基 . 
这 样 因 为 K 是 有 限 的 , 所 以 
》 llvesl? = > llveill? < +oo， 
iET iEK 
从 而 有 No) < +oo. 
然后 假设 条 件 (i 成 立 . 存在 整数 ”使 得 N(w 一 wun) < 1. 这 样 


N(w) < N(w — wn) + N(un) < +oo， 


因此 是 一 个 Hilbert-Schmidt 算 子 . 
反之 , 设 wu 是 一 个 Hilbert-Schmidt 算 子 . 设 (ei)ier 是 互 的 一 个 标准 正 交 基 ， 
(万 )ijcy 是 五 的 一 个 标准 正 交 基 , (Bjs)jejier 是 wv 关于 基 (e;) 和 ( 方 ) 的 矩阵 . 我们 
有 
185? < 二 Do， 


icT, jE 
设 e > 0. 存在 工 的 有 限 子 集 也 使 得 
>， lai ge 
iETNT jEJ 
设 轧 是 巨 的 由 满足 ie 了 的 e; 生成 的 有 限 维 线性 子 空间 . 设 v = wPp,, 这 是 
L(B; 下 中 一 个 有 限 秩 算 子 . 对 于 任意 的 ie 了 有 vei = wei, 对 于 任意 的 ie TAN 
有 vei 一 0. 因此 


(NG -2 = uve = > hel= >, lAnl <e. 


i€ET i€I\T’ i€EI\I’, jE€J 
这 样 就 证 明了 (i) 坟 (i). 
4.2.7 ”定理 . 所 有 Hilbert-Schmidt 算 子 都 是 紧 的 . 
由 4.2.6 和 4.2.3(vi) 即 可 得 证 . 
4.2.8” 例 . 根据 4.2.2, 例 2.1.12 给 出 了 所 有 的 Hilbert-Schmidt 算 子 . 
特别 的 , 在 例 2.1.11 中 , w 是 一 个 Hilbert-Schmidt 算 子 当 且 仅 当 


>， aa? < 十 Oo， 


?ET 
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4.2.9 ” 例 . 取 例 2.1.14 及 其 中 记号 . 我 们 来 证 明 vx 是 一 个 Hilbert-Schmidt 
算 子 , 而 且 更 精确 地 , 我 们 有 


Noxy = / 于 全 区 dt dt 
AJA’ 


设 (e1,e2,…) 是 L2(A) 的 一 个 标准 正 交 基 , ( 户 , 户 ,…) 是 [2(A') 的 一 个 标准 正 交 
基 . 对 于 m > 1, n> 1, 定义 


gmn(t,t) = emlt)fn(t). 


函数 gi 在 人 A xA' 上 是 可 测 的 . 
在 另 一 方面 ， 


人/ |gmn(t, t)|? dt =| lem (| a | |fn(t)? dt =1. 
AJA!’ 人 A/ 


所 以 gmn EZ2(AxA')( 对 于 AxA' 上 的 Lebesgue 测度 ). (gw wjm>in>l 是 标准 正 
交 的 , 因为 


/ a gmn(t,t’) gp,alt,t") dt dt = / eml(t)ep(t) dt / fn(t’) falt’) dt’ = bnpong. 
AJA!’ 人 A/ 
最 后 , 这 个 族 在 L?(A x A') 上 是 完全 的 . 事实 上 , 设 L?(A x A') 中 的 元 素 g 和 所 有 
9mn 都 正 交 , 我 们 来 证 明 g = 0. 对 于 固定 的 n, 我 们 有 , 对 于 任意 的 m， 
0 上 人 上 gltt )em(t) FC) dt qt = 上 | gst) Tr) ot | em(t) dt 
因此 存在 一 个 零 测度 集 4,, 使 得 对 于 任意 的 t+ ¢ 4 
g(t,t) fn(t’) dt’ = 0. 
考虑 零 测 度 集 4 = A1U hs U.…. 对 于 t 4¢ 4 和 任意 的 n 我 们 都 有 
| st) FE dt =0 


这 样 对 于 几乎 所 有 的 #, g(t,t) = 0. 由 此 得 到 9 在 A x A' 上 几乎 处 处 为 零 , 即 得 
9g 二 0. 
于 是 我 们 就 证 明了 (gm,) 是 L2(A x A') 上 的 一 个 标准 正 交 基 . 我 们 就 得 到 ， 
Nr)? =  》 |(okenm| 轧 ) 


7 之 工 即 之 工 


关 


mz 之 1 n>1 


2 


m 之 1 nn 之 1 


= 人 人 IK(t,t)) dt dt. 


2 


A 人 K(t,t')em(t) fn(t') dt dt 


2 


/ K(t,t) gmn(t,t") dt dt 
AJA!’ 
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4.3 ”正常 紧 算 子 的 谱 分 解 


4.3.1 引 理 . 设 媚 是 Hilbert 空间 , B 是 己 中 闭 单 位 球 , 且 wu EL(E) 是 正常 
紧 算 子 . 
(i) BxB 上 的 函数 (z,y) mm (wuzly) 是 弱 连 续 . 
(ii) 若 马 去 {0}, 则 w 有 一 个 模 长 为 ul 的 特征 值 . 

人 设 (wun) 是 L(E) 中 满足 lu 一 usl| 一 0 一 列 有 限 秩 算 子 . 这 样 B x B 上 的 函 
数 (z,y) 忆 (uzly) 是 函数 (z,y) m (unzly) 的 一 致 极限 , 因此 只 需 证 明 这 些 函 数 都 是 
弱 连 续 的 . 这 样 我 们 就 只 需 考 虑 w 是 有 限 维 的 情形 了 . 设 El = Keru, Eo = Bt; 设 
(e1,… ,en) 是 有 限 维 空间 Es 的 标准 正 交 基 . 对 于 z, ye 五 , 我 们 有 


(uzly) = (uPs,z|y) = (: (Fee) 


i—=1 


n 


,| = > (zlei)(ueily)， 


2 


且 函 数 > 一 (zlei), y m (ueily) 在 上 都 是 弱 连续 的 . 
(ii) 当 w= 0 时, 结论 (i) 是 显然 的 . 设 w 关 0. 对 乘 上 一 个 数 , 我 们 可 以 假设 
lull = 1. (根据 3.1.13) 我 们 有 


sup |(wzlz)| = 1. 
llzllg1 


根据 (i) 和 的 弱 紧 性 (参见 2.3.8), 存在 ze B 使 得 |(wzlz)| = 1. 因为 
(uzlz)| < llullllzll? = zl 


这 就 要 求 |zl| = 1， 我 们 做 分 解 ux = Xz 十 y, 其 中 入 e C, 而 y 和 zz 正 交 . 这 样 
|(uzlz)| = A(z|z) = 入 因此 |A|= 1. 所 以 


1> luzl? = 1A +lyl? = 1+ lyl’, 
记得 y = 0, wz = Xz. 


4.3.2 ”定理 . 设 妃 是 Hilbert 空间 , 且 we L(E) 是 正常 紧 算 子 . 存在 瑟 的 一 
个 标准 正 交 基 (ei)ier, 和 一 族 复数 (Qi)iel, 满足 : 
(i) 对 于 任意 的 i € 了 ,wes = Qiei; 
(i) 对 于 任意 的 e > 0, 只 有 有 限 个 指标 i 使 得 |ai| > e. 

利用 3.1.8 中 的 记号 . 那么 ex 是 紧 (因为 4.1.2 中 的 条 件 (i 满足 ) 且 (根据 
2.5.16) 正常 的 . 若 Gt # 0, (根据 4.3.1)wula: 有 一 个 特征 值 , 这 就 和 3.1.8(iii) 矛盾 . 
因此 G+ = 0, G = EE. 取 每 个 及 的 一 个 标准 正 交 基 , 我 们 得 到 (e;) 的 存在 性 . 这 样 
在 同 构 的 意义 下 我 们 就 回 到 了 例 4.1.7 的 情形 , 这 就 证 明了 (这 . 
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4.3.3 推论 ， 设 妃 是 Hilbert 空间 , 且 we L(E) 是 正常 紧 算 子 ， 对 于 任意 的 
和 EC, 设 及 是 相应 的 特征 子 空间 . 设 3 是 以 的 点 谱 . 
”我 们 有 五 = 由 及 


和 ES 
(多 5 是 可 数 的; 更 确切 地 说 , 对 于 任意 的 < > 0, S 中 只 有 有 限 个 元 素 的 模 、 = 
(这 ) 每 个 非 替 特征 值 的 重 数 都 是 有 限 的 . 
这 是 3.1.8, 4.3.2 和 4.1.7 的 另外 一 种 表达 方式 . 


4.3.4 直到 本 节 的 末尾 我 们 都 保持 4.3.2 和 4.3.3 中 的 记号 . 因为 Kerw = Eo, 
所 以 的 支撑 子 空间 是 
OD bE 


入 ES, 入 天 0 
从 而 这 个 子 空间 是 可 数 型 的 . 
大 忆 不 是 可 数 型 的 , 那么 我 们 知道 0 必定 是 一 个 重 数 无 限 的 特征 值 . 
反之 , 阁 忆 是 可 数 型 的 , 如 我 们 在 例 4.1.7 中 看 到 的 那样 , 0 可 能 是 一 个 特征 值 ， 
也 可 能 不 是 . 
4.3.5 根据 2.8.4, Spwu 是 5 的 闭 包 . 
大 EE 是 有 限 维 的 , 我 们 得 到 Spv = S( 我 们 已 经 知道 这 一 点 了 , 参见 2.8.3). 
假设 EE 是 无 限 维 的 . 根据 4.3.2(i), 5 的 闭 包 Su {0}. 因此 Spwu = Su {0}. 根 
据 0€ 5 或 0¢ 5, 我 们 可 以 得 到 Spu= 5 或 Spu 闫 5. 
4.3.6 为 使 是 一 个 Hilbert-Schmidt 算 子 , 根据 4.2.8, 需 且 只 需 
>》 as? < 十 co， 
ZE 
4.3.7 为 使 v 是 Hermite 算 子 ， (根据 3.2. 3) 需 且 只 需 , 对 于 任意 的 i e 7 有 
ai E 及 . 为 使 v 是 半 正 定 Hermite 元 ， (根据 3.3.7) 需 且 只 需 , 对 于 任意 的 ie 7 有 
Qi > 0. 在 后 一 情况 下 , 我 们 可 以 把 非 零 特征 值 a; 递 降 排列 ; 若 这 个 序列 是 无 限 的 ， 
它 收敛 于 0. 


4.4 ”对 积分 方程 的 应 用 


4.4.1 设 A 是 RR 中 线段 . 设 K 是 AxA 上 的 一 个 平方 可 积 复 值 函 数 , 满 足 对 
于 t,t eA, 
K(t,t) = K(t,#). 
根据 2.1.14, 3.2.5 和 4.2.9, 我 们 对 于 任意 的 fe Z2(A) 和 we A, 用 
(ng =/ x 天 (tt a) 
定义 2(A) 上 的 一 个 Hilbert-Schmidt 的 Hermite 算 子 vx. 
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4.4.2 “定理 . 
介 wn 的 谱 由 0 和 一 列 重 数 有 限 的 实 特 征 值 构成 . 
(这 设 (A1, Xo,…) 是非 零 特征 值 构成 的 序列 , 每 个 特征 值 都 只 出 现 有 限 多 次 . 我 们 


有 ‘ 
>_> =|/ / IK(t,t)|? dt dt < 十 oo. 
AJA 


(iii) L2(A) 是 对 应 于 各 个 特征 值 的 特征 子 空间 的 Hilbert 和 . 
(iv) 选择 72(A) 中 的 正 交 系 (pn), 对 于 任意 的 n 满足 wpn = Xnpn( 根 据 (iii), 这 是 
可 能 的 ). 设 f € L2( 人 A), 记 
= | 10 mt 
人 


VE 等 >》 Mncnpn (2) 


这 样 级 数 
在 L?2( 人 入 ) 中 依 范 数 收敛 . 
(v) 设 入 是 和 所 有 的 和 都 不 同 的 一 个 复数 . 设 ge L2( 人 A), 记 
dn, = pnlt) dt. 
A g(t) pn(t) 
存在 唯一 的 he L2(A) 使 得 
| Kt) £) dt — Ah(t’) = gb) (3) 
在 A 上 几乎 处 处 成 立 , 而 久 由 [2( 人 A) 中 依 范 数 收 你 的 级 数 
1 沪 ， 
h= he > No NP (4) 


给 出 . 

Gi) 由 4.3.3, 4.3.5 和 4.3.7 可 得 
(ii) 由 4.2.2 和 4.2.9 可 得 

(ii) 由 4.3.3 可 得 . 

(iv) 设 N = Ker(vx). 我 们 有 


f= Pyf + > (flpn)pn, 


因此 
vkf = 2 flpn) UVUK Pn 一 2 (flpn)A npn 一 npn 


所 有 这 样 的 级 数 在 L2( 人 A) 中 是 依 范 数 收敛 的 . 
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89. 


(v) 我 们 有 和 ¢ Sp(vx), 因此 方程 (参见 (3)) 
(wx — Nh=9g 
有 唯一 解 he Z2(A), 具体 地 说 是 


= (vk -Nig= (vr — AT-I(Pvg+》 dpn) 


n 


1 1 
一 -XIN9 十 2 pm 


-> ( 并 +》、 dr 
即 得 等 式 (4), 所 有 这 样 的 级 数 在 52(A) 中 都 是 依 范 数 收敛 的 . 
4.4.3 ”定理 . 利用 4.4.2 中 记号 . 设 pn 是 和信 x 人 上 由 
Prmnlt,t) = pmlt)pn(lt) 
定义 的 函数 . 那么 L2( 人 x A) 中 的 级 数 
K = Npon 


是 依 范 数 收 敛 的 . 


(5) 


利用 Kervk 的 一 组 标准 正 交 基 , 我 们 可 以 把 标准 正 交 系 (pn) 补 全 为 L(A) 的 
一 组 标准 正 交 基 . 为 简单 起 见 , 我 们 仍然 用 (en) 记 这 组 标准 正 交 基 , 以 入 记 pn 对 


应 的 特征 向 量 ; 而 这 不 改变 级 数 (5), 因为 我 们 只 加 上 了 对 应 于 和 = 0 的 项 . 


根据 4.2.9, 族 (pmn) 是 Z2(A x A) 的 一 组 标准 正 交 基 . 因此 , 如 果 我 们 定义 


Hpq = ( 开 |ppa)， 我 们 有 
2 lpgl < +oo， 且 天 = Dppi 


p,q 


这 个 双重 级 数 在 L2(A x A) 中 依 范 数 收敛 . 而 


po = | /Ket)eol) pi) dt at 
= | (rene) watt) at 
二 (vk pplpaq) = (Mppplpq) = Xp0p9， 


4.4.4 用 一 种 不 太 严格 的 说 法 , 我 们 称 L2(A) 中 的 一 个 元 素 是 连续 的 , 若 它 在 
人 (人) 中 有 一 个 连续 的 代表 元 (其 他 的 代表 元 和 这 个 函数 几乎 处 处 相等 ), 若 L2( 人 A) 


的 一 个 元 素 是 连续 的 , 且 若 将 其 和 一 个 函数 等 同 起 来 , 我 们 约定 取 连 续 的 代表 元 . 


定理 . 设 A 是 紧 的 ,而 玉 在 AxA 上 连续 (这 就 说 明了 天 是 平方 可 积 的 ) 


. 90 ， IV 紧 算 子 


(i) 对 于 任意 的 fe L2(A), 由 (1) 给 出 的 函数 vkf 是 连续 的 . 

(这 wg 对 应 于 任意 非 零 特征 值 的 特征 函数 都 是 连续 的 . 

( 道 ) 利用 4.4.2(iv) 中 的 记号 , 级 数 (2) 是 一 致 且 绝 对 收敛 的 . 

(iv) 利用 4.4.2(v) 中 的 记号 , 假设 g 连续 , 那么 有 是 连续 的 , 且 级 数 (4) 是 一 致 且 绝 
Q) 对 于 we A, 以 Ks 记 A 上 的 函数 tr KK(t,w); 它 是 连续 的 , 因此 可 以 视 作 

I2(A) 的 一 个 元 素 . 当 w 一 uo € A 时 , K 一 致 收敛 于 Ko( 因 为 函数 K 作为 紧 空 

间 A x A 上 的 连续 函数 , 是 一 致 连续 的 ) 因此 在 L?(A) 中 wv 依 范 数 收敛 于 Ko. 然 

而 车 假设 fe I2(A), 我 们 有 (vk 了 )(wu) = (Kl 用 , 因此 wk 是 连续 的 . 由 上 文 还 可 

以 知道 存在 一 个 有 限 常数 M 使 得 对 于 任意 的 f e I2(A): 


sup |(vk/)(u)| < Ml. (6) 
(i) 设 vkf = 和 f, 其 中 入 关 0, 根据 (i), Aj 是 连续 的 , 因此 f 连续 . 
(这 ) 取 4.4.2(iv) 中 的 级 数 (2). 根据 (6) 我 们 有 ， 
> Mncnpnlt) > Cnpn 


Su 


7 


而 当 p,q 一 +co 时 cnoa|ll 趋向 于 0. 因此 级 数 (2) 在 A 上 一 致 收敛 . 特别 的 ， 
对 于 任意 的 to < A, 级 数 》 Xncnpn(to). 但 是 因为 级 数 (2) 在 L(A) 中 收敛 这 一 事 
实 和 各 项 的 顺序 无 关 , 对 于 级 数 


入 nm Cmm (to) 
也 有 同样 性 质 , 从 而 它 是 绝对 收敛 的 . 
(iv) 取 4.4.2(v) 中 记号 . 根据 (3) 我 们 有 


1 


1 
A9 十 hh 二 —vkh, 


入 


因此 由 人 知 39+ 连续 , 从 而 h 连续 ; 而 对 f = 2 应 用 (ii) 即 得 级 数 


入 1 
dn n 一 = h 
2 nro (Ks) 


一 致 且 绝对 收敛 . 


V 连续 Hermite 算 子 的 谱 分 解 


5.1 连续 函数 演算 


5.1.1 引 理 ， 设 巴 是 一 个 Hilbert 空间 ,hh 是 L( 思 ) 的 一 个 Hermite 元 , p 是 
复 系数 多 项 式 , a 是 p 人 的 | 在 Sph 上 的 上 确 界 . 那么 |p(J| = a. 

根据 2.8.13, 我 们 有 Sp(p(h)) = p(Sph). 在 男 一 方面 , p(h) 是 正常 元 , 因此 ( 根 
据 3.1.13) 

lol = sup |z|. 
zESp(p(h)) 

5.1.2 ”定理 . 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 ,hh 是 L(E) 的 一 个 Hermite 元. 设 4 
是 Sph 上 的 复 值 连续 函数 代数 , 具有 一 致 收敛 范 数 . 那么 存在 由 4 到 L() 的 唯一 
一 个 映射 p 满足 下 述 性 质 : 
(i yp 是 代数 同 态 . 
ii) ¢(1)=1. 
( 道 ) 2 把 Sph 上 的 函数 tt 映 到 上 h. 
(iv) (对 于 4 和 L(E) 上 的 范 数 ) p 是 连续 的 . 

设 PP 是 C 上 复 系数 多 项 式 代数 . 设 B= Plson. 设 yp,y' 是 从 4 到 L(E) 的 满 
足 条 件 (i) 一 (iv) 的 两 个 映射 . 对 p e P, 性 质 人 一 (让 ) 要 求 


plplspk) = Pp(h), Jplspn) = p(n). 


因此 ylp = os 在 另 一 方面 , 根据 Stone-Weierstrass 定理 , B 在 4 中 稠密 . 性 质 
(iv) 能 够 推出 p = wy', 即 得 定理 中 的 唯一 性 结论 . 


92 V 连续 Hermite 算 子 的 谱 分 解 


现在 来 证 明 y 的 存在 性 . 设 ge B. 选取 9 在 PP 中 的 延 拓 p. L(B) 的 元 素 p(h) 
只 依赖 于 g, 而 和 p 的 具体 选择 无 关 ; 因为 若 ve P 是 g 的 延 拓 , 那么 对 于 任意 的 
t € Sph, 我 们 有 (p 一 g)(t) = 0, 从 而 根据 5.1.1 知道 (p 一 gq)(h) = 0, 即 p(h) = gq(h). 
我 们 定义 w(g) = p(h). 这 样 是 从 B 到 LA(E) 的 映射 , 满足 类 似 于 (i), (ii) 和 (这 ) 
的 性 质 . 此 外 , 根据 5.1.1, 对 于 任意 的 g e B, lw(9) 川 = jlgll. 因为 B 在 4 中 稠密 , 而 
(根据 2.2.3)L(E) 是 完备 的 , 我 们 可 以 应 用 2.2.2( 的 适当 推广 , 如 前 所 述 ): % 延 拓 到 
一 个 从 4 到 L(E) 的 连续 映射 yp. 显然 2 满足 性 质 (i 和 (者). 因为 yj 是 代数 的 同 
态 , 由 连续 性 可 知 yp 也 是 代数 的 同 态 . 


5.1.3 5.1.2 中 定义 的 映射 o 称 为 由 h 定义 的 从 4 到 C(B) 的 典范 同 态 . 若 
fe 4 是 某 个 多 项 式 p 在 Spu 上 的 限制 , 那么 由 yp 的 构造 可 知 yp(f) = p(h). 因此 
很 自然 地 , 对 于 任意 fs 4 可 以 定义 


f(h) = p(f). 


这 样 记号 f(h) 就 不 仅仅 在 f 是 一 个 多 项 式 的 时 候 有 意义 , 而 是 更 一 般 地 当 f 仅仅 
是 定义 在 腿 (甚至 仅仅 定义 在 Spw) 上 的 一 个 连续 复 值 函 数 时 都 有 意义 . 5.1.2 中 的 
性 质 人 即 为 : 对 于 任意 的 f,ge A 和 和 EC, 


(f + 9)(h) = f(h) + g(h), 
(Af)(h) = Af (h), 
(fg9)(h) = f(h)g(h). 
以 一 种 稍 许 有 点 模糊 的 方式 , 我 们 称 有 一 个 六 上 的 “函数 演算 ”( 或 者 “连续 函数 演 
算 ”, 因为 我 们 要 求 f 是 连续 的 ). 
5.1.4” 例 . 取 例 2.1.11 中 的 记号 , 并 假设 对 于 任意 的 ie I, 都 有 au € RR, 这 
样 (根据 3.2.3)w 就 是 Hermite 元 . 若 pe CIX], 则 显然 p(w) 是 由 对 于 任意 的 ;ez 
p(w)ei = p(ai)ei 定义 的 L(E) 的 元 素 . (根据 2.8.4) 我 们 知道 Spw 是 全 体 ai 构成 的 
集合 的 闭 包 . 设 f 是 Spu 上 的 复 值 连续 函数 . 设 (pn) 是 CIX] 中 一 列 在 Spu 上 一 
致 收敛 于 f 的 元 素 . 因此 对 于 任意 的 ie 都 有 


f(u)ei = f(aQi)ei. 
特别 的 , 若 = {1,2,…}, L(E) 的 元 素 f(w) 对 于 基 (ei) 的 矩阵 就 是 


fla) 0 0 
0 f(a2) 0 
0 0 f(as) Ee 
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这 就 给 出 了 连续 函数 演算 的 一 个 非常 直观 的 描述 . 而 且 我 们 可 以 预料 到 函数 演算 可 
以 推广 到 不 连续 的 函数 上 去 (参见 5.3). 


5.1.5 ” 例 . 取 例 2.1.13 中 的 记号 , 设 A 有 界 晶 并 不 退化 成 一 个 点 , 对 于 任意 
的 te 信 设 有 f(t) =t. 为 简单 起 见 我 们 记 wj = 那么 (根据 3.2.4) v 是 Hermite 
元 , 且 (根据 2.8.5) Spu = A. 显 见 对 于 整数 n > 0, u" 是 L2(A) 中 由 函数 如 定义 
的 乘法 算 子 . 因此 , 对 于 任意 pe C[X], 我 们 有 (始终 用 2.1.13 中 的 记号 ) p(w) = wy. 
设 g 是 Spu = A 上 的 复 值 连续 函数 . 这 样 p,,(w) 依 范 数 收敛 于 g(w). 在 另 一 方面 ， 
根据 2.1.13， 

pn (WW) 一 us = Np, — voll = url 一 0. 

因此 g(w) = wg 就 是 L?2(A) 中 由 函数 9 定义 的 乘法 算 子 . 这 里 同样 给 出 了 连续 函数 
演算 的 一 个 非常 直观 的 描述 . 而 且 我 们 可 以 预料 到 函数 演算 可 以 推广 到 不 连续 的 函 
数 上 去 . 


5.1.6 ”定理 . 设 户 是 一 个 Hilbert 空间 ,hh 是 L(E) 的 一 个 Hermite 元 ,而 了 
是 Sph 上 的 一 个 复 值 连续 函数 . 
(i) f(h) 是 正常 的 , 且 是 hh 的 多 项 式 的 范 数 极限 . 
(i) Ff(h) = f(h)*. 
(这 ) 若 是 实 值 的 , 则 f(h) 是 Hermite 的 . 
(iv) 车 c,de 民 满足 cgsfgd, 则 cf(h)<d. 
(v) F(A) = 下. 

(根据 5.1.1) 当 f 在 Sph 上 的 限制 是 一 个 多 项 式 时 , 结论 (v) 成 立 , 因此 考虑 极 
限 过 程 即 知 一 般 情况 下 也 成 立 . 从 连续 函数 演算 的 构造 可 知 f(h) 是 h 的 多 项 式 的 
范 数 极限 . 当 f 在 Sph 上 的 限制 是 一 个 多 项 式 时 , f(h) = f(h)*, 因此 考虑 极限 过 程 
即 知 一 般 情况 下 也 成 立 . 结论 (ii) 推出 结论 ( 齐 ), 并 推出 f(h) 和 f(h)* 可 交换 , 因此 
f(h) 是 正常 元 . 为 证 明 (iv), 只 需 在 h > 0 的 假设 下 证 明 f(h) > 0. 我 们 取 9 = 户 /2， 
它 是 Sph 上 的 一 个 连续 函数 . 那么 f = g5, 根据 3.3.4(iv) 即 得 


f(h) = g(h)g(h)* > 0. 


5.1.7 ”定理 . 设 户 是 一 个 Hilbert 空间 ,hh 是 L(E) 的 一 个 Hermite 元 ,而 
是 Sph 上 的 一 个 复 值 连续 函数 . 
(i) 我 们 有 Sp(f(h)) = f(Sph). 
(站) 设 是 实 的 ,而 g 是 Sp(f(h)) 上 的 一 个 复 值 连续 函数 . 那么 g(f(h)) 和 (gof)(h) 

都 有 定义 , 且 相等 . 

QD 设 As f(Sph). 存在 je Sph 使 得 入 = f(p). 设 (p1,po,…) 是 Sph 上 一 
致 收敛 于 f 的 一 列 多 项 式 . 这 样 pn,(h) - pn(A) 依 范 数 收敛 于 f(h) - f(p). 但 (根据 
2.8.15) pn(h) 一 pn(4) 是 不 可 逆 的 , 因此 (根据 2.6.5(i)) f(h) - (OO 是 不 可 逆 的 . 从 
而 入 ESp(f(h)). 
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设 和 eC\f(Sph). 那么 户 =( 一 入 -1 是 定义 在 Sph 上 的 连续 复 值 函数 . 我 

们 有 
(f -Nf =f(f-N=1, 
因此 
(f(h) — NF(h) = FR)(FR) -N=1. 

这 就 证 明了 f(h) -和 可逆 , 即 和 ¢ Sp(f(h)). 

(ii) 设 go 了 是 定义 在 Sp 疡 上 的 连续 复 值 函数 , 这 样 (go f)(h) 是 有 定义 的 . 因 
为 f 是 实 值 函 数 , f(h) 是 Hermite 算 子 , 因为 9 是 定义 在 f(Sph) 上 的 连续 函数 , 所 
以 g(f(h)) 是 有 定义 的 . 设 (q1, 92， : “…) 是 Sp(f (h)) 上 一 致 收敛 于 9 的 一 列 多 项 式 . 
根据 5.1.3, 我 们 有 


(f(h))? = f2(h), (fF(h))3 = (站 
因此 
qn(f(h)) = (gn o f)(h). 


当 n 一 +oo 时, 应 用 5.1.3 于 f(h), 我 们 得 到 qn,(f(h)) 依 范 数 收敛 于 g(f(h)). 在 男 
一 方面 , 在 Sph 上 gn of 一 致 收 化 于 gof, 因此 (qno 了 )(h) 依 范 数 收 化 于 (go 了)(h). 
从 而 有 


g(f(h)) = (9° f)(h). 
5.1.8 设 互 是 一 个 Hilbert 空间 , h 是 L(B) 的 一 个 Hermite 元 . 考虑 由 
fi(t) = sup(t,0), folt) = —inf(t,0), fs(t)=d 
定义 的 及 上 实 值 连续 函数 . 我 们 有 
t= fi(t) — f2(t),f1 20,f220,fif2=0,f1+f2= fs. 
我 们 定义 
fi(h)=h, folh)=h , fslh)= hl. 
根据 5.1.2 和 5.1.6, 我 们 有 
h=ht—h-,ht 0h >0,hth =h ht =0,ht+h- = |hl. 


我 们 称 h+( 相 应 的 , ha-) 是 h 的 正 部 (相应 的 , 负 部 ), |h| 称 作 h 的 绝对 值 , 也 记 作 
absh. 
若 hh 之 0, 对 于 任意 的 te Sph 有 fo(t) =0, 因此 h- =0, 因 此 有 h=ht = |hl. 
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5.1.9 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 ,h 是 L(B) 的 一 个 Hermite 元 , 9 e (0, 十 00). 
函数 上 如 在 [0,+oo) 上 是 连续 的 , 因此 在 Sph 上 连续 . 以 f 记 这 个 函数 , 我 们 定 
SL 

f(h) = he. 
因为 妈妈 = 19+0 ,根据 5.1.2, 我 们 有 , 对 于 任意 的 9 > 0, 9 > 0， 
Re sb 
因为 (#8)” = #99, 根据 5.1.7, 我 们 有 , 对 于 任意 的 0 > 0, 9 > 0， 
(ho) = hee” 


5.1.10 ”定理 . 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 , P 是 L() 中 半 正 定 元 全 体 . 映射 
hh(heP) 和 hhi/2(heP) 是 从 PP 到 吃 的 双 射 . 
事实 上 , 对 于 he 了, 根据 5.1.9, 我 们 有 (hi2)? = 六 和 (h2)'2=h. 


5.1.11 ” 例 . 取 2.1.11 中 记号 . 应 用 5.1.4, 我 们 得 到 


当 ai >0 时 , ute; = aiei, 当 a; < 0 时, ute; = 0; 
当 qi < 0 时, wu ei; = oiei, 当 oi > 0 时 ,wu ei=0; 
对 任意 的 ie |vle; = |ailes. 


若 对 于 任意 的 i e I 还 有 oa > 0, 我 们 得 到 ww > 0 且 对 于 任意 的 ET 和 0>0， 


udei = alei. 


5.1.12 ” 定理. 设 万 是 一 个 Hilbert 空间 ,hh 是 L(B) 的 一 个 Hermite 元 . 我 
们 有 Mn = sup(Sph), mp = inf(Sph). 

设 c= inf(Sp 门 . 把 5.1.6(iv) 应 用 于 Sph 上 的 函数 tr 二 我 们 得 到 c < h. 
此 c < ms. 在 另 一 方面 , 根据 3.3.90), c > mp. 因此 c= ms. 把 h 换 成 -h, 我 们 就 
得 到 My = sup(Sp 用 )， 


5.1.13 ”定理 . 设 妃 是 一 个 Hilbert 空间 , we L(E). 下 述 条 件 是 等 价 的 : 
(i) vw 是 半 正 定 Hermite 元 ; 
(ii) w 是 Hermite 元 , 且 Spw CC [0, 十 oo); 
( 道 ) 存在 L( 玉 ) 中 的 Hermite 元 vv 使 得 二 v2 
(iv) 存在 weE L(E), 使 得 w= ww*. 
(i) 伟 (i) : 这 由 3.3.9 和 5.1.12 可 得 . 
() 沪 ( 间 ) : 若 必 是正 Hermite 元 , 则 我 们 有 w= (wi/2)?. 
(ii) 之 (iv) : 这 是 显然 的 . 
(iv) 壤 (i) : 这 由 3.3.4(iv) 可 得 . 
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5.2 ”应 用 : 连续 线性 算 子 的 极 分 解 


5.2.1 定义.， 设 马 , 玉 是 Hilbert 空间 ,weE L(BE; 下 ). L(B) 的 元 素 (wu*w)1/2 称 
作 的 特征 值 , 记 作 |u| 或 abs. 

对 于 任意 的 te RR, 我 们 有 ( 刀 )V2 = |; 因此 , 考虑 到 5.1.7, 这 一 定义 推广 了 我 
们 在 5.1.8 中 当 ww 是 Hermite 元 时 所 用 的 定义 . 


5.2.2 ”定理 . 设 户 ,是 Hilbert 空间 , wv€ L(E;FF), 而 hh== absu. 
(i) 对 于 任意 的 ze 五 , 我 们 有 jluz|l = |hzl|. 
(i) h 和 w 具有 相同 的 核 和 支撑 . 

对 于 任意 的 ze 五 , 我 们 有 


luzll? = (uruzlz) = (pzlz) = zl 
即 得 (i). 结论 (i) 推导 出 h 和 w 具有 相同 的 核 , 因此 有 相同 的 支撑 . 


5.2.3 ”定理 . 设 马 ,是 Hilbert 空间 , we C( 百 ; 内, Bi 是 以 的 支撑 子 空间 ， 
下 是 wu* 的 支撑 子 空间 , 而 h= absu. 存在 L(B; 政 ) 中 唯一 的 部 分 等 距 v 满足 下 述 
条 件 : 
(i) w= wh 
(i) v 和 w 具有 相同 的 核 . 
此 外 , ulm 是 Bi 到 互 的 西 同 态 . 

定义 G = Imh. 它 的 闭 包 G 是 hr* = 的 支撑 , 因此 (根据 5.2.2)G = 也. 

我 们 来 定义 一 个 从 G 到 Imw 的 映射 设 ye G. 存在 ze 使 得 y= hzx. 算 
子 uz 只 依赖 于 y 而 不 依赖 于 z 的 选取 . 因为 若 y = hz', 我 们 有 h(z 一 x ) = 0, 所 
以 (根据 5.2.2)w(z 一 2 ) = 0, 即 wz = wx. 我 们 记 wz = wy. 显然 见 是 从 G 到 Imvw 
的 同 态 ; 此 外 , 利用 前 述 记号 , 我 们 有 


loyll = luzll = llhzl| (根据 5.2.2) 
= |iyll, 


因此 w 是 等 距 . 根据 2.2.2, w 可 以 延 拓 成 G= Bi 到 Imw = 矿 的 一 个 连续 同 态 w’; 
由 连续 性 , 这 个 同 态 是 等 距 , 因此 它 的 像 是 闭 的 , 等 于 1. 

设 wv 是 满足 v|p, = w', vlkerw = 0 的 从 到 古 的 同 态 . 那么 v 是 局 部 等 距 ,% 
和 以 具 有 相同 的 核 , 且 vis, 是 到 记 的 西 算 子 . 设 xz € E. 我 们 有 hz es G, 且 根 
据 w 的 定义 , uz = w(hz). 注意 到 ww 和 w' 在 G 上 等 同 , 因此 wz = v(hz), 这 样 就 证 
明了 w= wh. 

设 是 满足 wu = vih 和 Kervi = Kerw 的 L(E; 下) 中 部 分 等 距 . 我 们 来 证 明 
v1 二 vw. 显然 有 


v|Kerw =0= v1 |Kerw. 
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另 一 方面 , 对 于 任意 的 z € ,我 作 有 vi(hz) = wz = wv(hz); 因此 
‘vile = vl6; 


由 连续 性 , 我 们 得 到 


V1|E! = vlp. 
因此 v1 一 1)， 


5.2.4 5.2.3 中 定义 的 分 解 u = vh 称 为 v 的 极 分 解 . 这 个 分 解 就 把 L(E; 中 
任意 一 个 元 素 的 研究 分 解 成 了 对 于 一 个 半 正 定 Hermite 元 ( 它 的 绝对 值 ) 和 一 个 部 
分 等 距 的 研究 . 这 是 把 复数 分 解 成 z1zo( 其 中 |z1| = 1, za > 0) 的 推广 . 


5.2.5 ”推论 。 设 户 , 太 是 Hilbert 空间 . 存在 马 到 万 的 双 射 且 双 连续 同 态 凡 
互生 具有 相同 的 Hilbert 维 数 . 
应 用 5.2.3 中 记号 , 我 们 有 户 = 5, 刻 = ,因此 wv 是 从 万 到 下 的 西 算 子 . 
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5.3.1 五 是 一 个 Hilbert 空间 ,hh 是 L(E) 的 一 个 Hermite 元 , x €E EB. 设 4 是 
Sph 上 连续 复 值 函数 全 体 . 根据 5.1.2 和 5.1.6(iv, 从 4 到 C 的 映射 g 一 (g(h)zl|z) 
是 4 上 的 半 正 定 线性 形式 , 即 对 应 于 Sph 上 的 一 个 正 测度 /. 我们 称 / 是 由 z( 和 
hh) 定义 的 谱 测度 . 对 于 任意 的 ge 4, 我 们 有 


(g(hzlz) = 上 g(t) du(t). 
Sph 
特别 的 , 取 Sph 上 的 函数 g = 1, 我 们 得 到 (zlz) 是 的 全 测度 
我 们 知道 , Sph 上 的 正 测度 y 等 同 于 及 上 的 一 个 支撑 在 Sph 中 的 正 测度 . 


5.3.2 ”定理 . 设 已 是 一 个 Hilbert 空间 , h 是 L(B) 的 一 个 Hermite 元 ， 
(有 i,f2,…) 是 Sph 上 一 列 有 界 连 续 复 值 沪 数 , 点 点 收敛 于 函数 f. 那么 序列 ( 户 ( 门 ， 
f2(h),….) 强 收敛 于 L( 思 ) 中 的 一 个 元 素 , 且 这 个 极限 只 依赖 于 f 和 h, 而 和 序列 
(万 ) 无 关 . 

设 ze ,zs 是 由 > 和 % 定义 的 谱 测 度 . 我 们 有 


fa)z = fmli)zl = (fn — fn)(fn — fm)(h)zlz) = |, (fn — fm) (DF dpz(t), 


而 这 个 积分 根据 Lebesgue 定理 是 趋向 于 0 的 . 因此 万 (z) 依 范 数 收敛 于 一 个 极限 ， 
记 之 为 vz. 易 知 v 是 上 线性 算 子 . 在 另 一 方面 , 根据 5.1.6(v), 我 们 有 


[fn(h)zll < frllllzll, 


. 98 . V 连续 Hermite 算 子 的 谱 分 解 


因此 


lvzll < (sup jz 


即 得 ve LA(E), 更 确切 地 说 
llvl| < sup a (1) 


设 (ff, 月 ,…) 是 Sph 上 一 列 有 界 连续 复 值 函数 , 简单 收敛 于 函数 六 因此 序 
L(B) 中 有 强 极 限 . 因此 子 序列 (fi1(h), f2(h),…) 和 (所 (h), 及 (h),…) 具有 相同 的 强 
极限 . 


5.3.3 保留 上 述 证 明 中 的 记号 . 我 们 有 


(vz|z) (fn(h)zlz) = lim fnlt) dpz(t), 


= lim 
了 一 十 co 人 一 十 Co Sph 


因此 根据 Lebesgue 定理 , 有 
(ozlz) = / f(D) ak 人 


5.3.4 在 下 述 命题 中 , 我 们 保持 5.3.1 中 的 记号 4, 并 以 A 记 Sph 上 可 以 作为 
一 列 有 界 连续 复 值 函数 的 简单 极限 的 函数 全 体 . 显然 4 在 通常 的 运算 下 成 为 一 个 代 
数 . 若 f e 4 我 们 仍然 记 
fl = sup |f()|. 
teESph 


对 于 f € 4, 由 5.3.2 定义 的 L(E) 的 元 素 记 作 f(h). 这 是 5.1.3 中 的 相应 定义 
的 推广 . 更 一 般 的 , 对 于 一 个 定义 域 包含 Sph 的 函数 f 都 可 以 应 用 记号 f(h), 当然 
在 此 意义 下 f(h) 即 指 (flspn)(h). 


5.3.5 ”定理 . 设 万 ,h, A 如 上 所 述 . . 

(i) 由 有 到 L(E) 的 映射 fr f(h) 是 从 A 到 L(E) 的 一 个 交换 子 代 数 的 同 态 . 

(i) 对 feA 我们 有 F(h) = (f(h))*. 

(这 ) 若 fe 4 是 实 的 , 则 f(h) 是 Hermite 元 . 

(iv) 若 feA,ceR,deR 民 满足 c<f<d, 则 cf(h)<d. 

(v) 若 f eA4, 则 f(h) 是 正常 元 , 且 是 岂 的 一 列 多 项 式 的 强 极限 . 

(vi 对 fe 4, 我 们 有 (P< fil. 

(vii) 设 (及, fo,…) 是 简单 收敛 于 A 中 元 素 f 的 一 个 有 界 序列 . 那么 (fn(h)) 强 收 
化 于 f(h). 

(viii) 设 zEBE, hs 是 z 和 有 hh 定义 的 谱 测 度 . 我 人 有 ,对 于 fe 4 


(f(h)zlz) = (0 due 人 
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(ix) 利用 同样 的 记号 ， 
al? = {FOP au 
Sph 


(i) 设 f, g € A 存在 4 中 的 一 个 有 界 序列 (f,,)( 相 应 的 (gn)) 简单 收敛 于 
f( 相 应 的 , g)，A4 中 序列 (fg) 仍然 是 有 界 的 , 并 简单 收敛 于 fg. 这 样 (f.(h)) 强 
收 合 于 f(h)， (gn(h)) 强 收敛 于 g(h),((fngn)(h)) 强 收敛 于 (fg)(h)， 但 根据 5.1.3， 
(fngn)(h) = fn(h)gn(h). 因此 根据 2.9.9(ii)， 

(fg)(h) = f(h)g(h). 
同 理 可 知 
(f + 9)(h) = f(h) + g(h); 
而 对 于 任意 的 和 eC, 
(Mf)(h) = Af(h). 
这 样 , 1 f(h) 是 从 4 到 L(E) 的 同 态 . 因为 4 是 交换 代数 , 它 的 同 态 象 是 一 个 交 
换代 数 . 
(viii) 这 是 5.3.3 的 另外 一 种 写法 . 
(i) 设 fe A 对 于 任意 的 z e ,我 们 有 


(foD*zle) = (zlf (h)z) = 上 ji) dus(b (根据 (vii) 
Sph 
本 上 ,FO ae = Goalo， (根据 Ci) 
因此 根据 2.4.4, f(h)* = f(h). 
(这 ) 这 是 (i) 的 推论 . 
(iv) 设 Fe4ceR,deR 满 足 cxj<sd 设 ze 互 满足 lzl =1. 根据 (viii)， 


我 们 有 
(f(h)zlz) < 上 ddpa(t) = dtzlz) = a, 
Sph 


因此 f(h) < d. 同 理 可 得 f(h) > c. 
(v) 设 fe A. 根据 人 和 (区 ,Fo 和 fF(h) = f(h)* 可 交换 , 因此 f(h) 是 正常 
元 . 存在 4 中 一 个 简单 收敛 于 f 的 有 界 序列 (f,). 设 p,, e C[X] 满足 
1 
|pnlsph — fnll < a 
这 样 序列 (pn|spn) 简单 收敛 于 f, 因此 由 f(h) 的 构造 知 序列 (pn(h)) 强 收敛 于 f(h). 
(ix) 我 们 有 
上 oz 上 = (F(R)* fh)zlz) = (FF)(h)r|r) (根据 (i) 和 (i)) 
上 OP dus 人 (根据 (wil) 
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(vi) 若 fe 4 ze 三 而 lzl < 1l, 根据 (ix) 我 们 有 
f(zl? < 上 AN? due 人 bo = Fl? Nall?, 
Sph 


因此 | 7 < I 
(vi 利用 (vii) 中 记号 , 对 于 任意 的 z e 互 我 们 有 (根据 (ix)) 


f(b)z — F(z)? = 上 ,ls = POF ay 的， 


根据 Lebesgue 定理 这 个 积分 趋向 于 0. 


5.3.6 ” 例 . 取 例 2.1.11 中 的 记号 , 并 假设 对 于 任意 的 ie 了 都 有 ai; € R. ( 根 
据 2.8.4) 我 们 知道 Spw 是 全 体 oi 构成 的 集合 的 闭 包 . 设 fe 4. 设 (所 ) 是 4 中 
简单 收敛 于 f 的 一 个 有 界 序列 .根据 5.1.4, 对 于 任意 的 ie 了 fi(u)ei = aiei， 当 
n 一 二 oo 时 , 根据 f(w) 的 构造 知 所 (ai) 一 f(as), fn(w)ei 一 f(w)ei. 因此 对 于 任意 
的 ie 了 ,都 有 
f (wei = f(ai)ei. 


5.3.7 ” 例 . 取 例 2.1.13 中 的 记号 , 设 A 有 界 且 并 不 退化 成 一 个 点 , 对 于 任意 
的 te A 设 有 f(t) = 上 为 简单 起 见 我 们 记 wj = w. 设 9 是 4 中 元 素 , 即 可 以 作为 A 
上 的 一 列 复 值 连续 函数 (g,) 的 简单 极限 的 A 上 复 值 函数 . 对 于 任意 的 1 e L2(A)， 
我 们 有 (根据 Lebesgue 定理 ) 


[区 二 | 二 上 [gn(t) — g(OI CE dt —» 0, 


因此 wy, 强 收敛 于 wo. 然而 根据 5.1.5, wp, = gn(w), 且 根 据 g(w) 的 构造 知 gn,(w) 强 
收敛 于 g(w). 因此 
g(u) = ug. 
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5.4.1 ”定理 . 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 ,hh 是 L(E) 的 一 个 Hermite 元 . 对 于 
任意 的 入 E 民 , 设 ex 是 在 (-oo,A 上 取 值 为 1, 而 在 (和 ,十 co) 上 取 值 为 0 的 及 上 通 
数 . 

(i) 每 个 ex 是 一 列 有 界 连续 函数 的 简单 极限 , 这 样 p、 = eM(h) 是 可 以 定义 的 . 
(i) 每 个 p、 都 是 一 个 投影 , 且 是 h 的 多 项 式 的 强 极限 . 
(这 ) (pa)xerR 是 恒 等 映 射 的 一 个 分 解 , 这 样 对 入 < mp, pa 一 0, 入 Men, pa =1. 

(i) 这 是 显然 的 . 

(ii) 对 于 任意 的 Ae RR, 我 们 有 ex = 下 = e2,， 因此 (根据 5.3.5(i) 和 (ij))p、 = 
pa* 二 2, 从 而 p、 是 投影 . 因此 (根据 5.3.5(v)) 它 是 h 的 一 列 多 项 式 的 强 极限 . 
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( 首 ) 设 入 > ,我 们 有 ej, 一 ex > 0, 因此 (根据 5.3.5(iv))py 一 pa >0. 若 入 < mh 
我 们 有 exlspn = 0, 因此 px = 0. 车 入 > Ma, 我 们 有 eslsph = 1, 因此 p、 = 1. 当 
n 一 十 co 时 , 序列 (ex+tn) 简单 收敛 于 ex, 因此 (根据 5.3.5(vi)(pxtiyn) 强 收敛 于 
pa, 从 而 DAX+ = pA- 


5.4.2 ”定义 。 5.4.1 中 的 恒 等 映 射 的 分 解 (DA)xeR( 或 者 相应 的 五 的 分 解 ) 称 作 
和 h 关联 的 恒 等 映射 的 分 解 (或 者 巨 的 分 解 ). 


5.4.3 ” 例 . 取 例 2.1.11 中 的 记号 , 并 假设 对 于 任意 的 ie 了 都 有 oa; e 有 R. 设 
(pa) 是 w 对 应 的 恒 等 映射 的 分 解 . 根据 5.3.6, 当 ai < 入 时 pyei =@i, 当 a;> 入 时 
pxei = 0. 因此 分 解 (p、) 就 是 我 们 在 3.5.10 中 所 讨论 过 的 . 


5.4.4 ” 例 . 设 马 是 有 限 维 Hilbert 空间 , h 是 L(E) 中 的 Hermite 元 . 在 相差 
一 个 同 构 的 意义 下 , 我 们 也 在 例 2.1.11 所 考虑 的 情形 中 . 设 (和 ,Xo,… ,和 Mm) 是 的 
特征 值 的 递 降序 列 . 设 E、 是 和 对 应 的 特征 子 空间 . 根据 5.4.3, h 所 对 应 的 巨 的 分 
解 (及 )xcR 如 下 : 对 于 入 < Xu 及 =0 在 [Ni 中 及 = 有 玉昌 有 6 6 有 到， 
对 于 入 > Xi 肥 = 也 . 


5.4.5 ” 例 . 取 例 2.1.13 中 的 记号 , 设 A 有 界 且 并 不 退化 成 一 个 点 ,对 于 任意 
的 te A 设 有 f(t)=t. 设 A= [Li]. 定义 wy = 设 (oA)xeg 是 对 应 的 恒 等 映 射 
的 分 解 . 根据 5.3.7, 我 们 知道 当 < 时 , p、 = 0, 当 和 21 时 ,p=1; 当 1 <A<1 
时 , px 是 Z2(A) 中 A nn (-oo,A 的 特征 函数 所 对 应 的 乘法 算 子 . 因此 我 们 又 得 到 了 
3.5.11 所 讨论 的 情形 . 

5.4.6 定理. 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 ,hh 是 L(B) 的 一 个 Hermite 元 , (pa)XeR 
是 和 万 关联 的 恒 等 映 射 的 分 解 , z 是 媚 中 的 元 素 , js 是 由 并 和 万 定义 的 谱 测度 . 对 
于 任意 的 入 E 民 , 我 们 有 


pa((—00, A]) = (pxzlz) = lipazll?. 
利用 5.4.1 引进 的 记号 ex. 根据 5.3.5(viii) 我 们 有 
(pxzlz) = (ex (hzlz) = 上 ex(b dhus 人 )， 


(注意 到 js 可 以 作为 R 上 支撑 在 Sph 上 的 测度 ). 最 后 一 个 积分 是 jy。 下 (一 o0, 
的 测度 . 
5.4.7 这 样 , wz 是 尺 上 由 递增 函数 和 一 (pxzlz) 所 定义 的 测度 ; 换 句 话说 , 用 
积分 论 的 经 典 记号 , 有 
duz(A) = d(paz|7). 
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公式 5.3.5(viii) 可 以 重 写 为 
(f(h)zlz) = [ Pes 
及 


特别 的 ， 
(hz|z) = 人 d(PAZ|Z). 


基于 上 述 原因 , 我 们 记 
f(h) = f() dpx; 


n= | sap 
及 


我 们 称 这 个 等 式 为 h 的 谱 分 解 . 在 下 文 (6.1.7) 中 我 们 将 把 这 些 记 号 更 加 系统 


特别 的 , 有 


化 . 
我 们 也 记 册 
/四 = 人 7 dpx 
或 
f(h) = , CD py; 
或 要 
f(h) = J (入 ) dp 和 . 


Mn 
5.4.8 ”我 们 可 以 写 九 = A dp 的 另 一 个 理由 是 下 述 定理 中 的 结论 (ii). 
定理 . 设 妃 是 Hilbert 空 向 ， hh 是 L(E) 中 的 Hermite 元 , (了 ) 是 疡 对 应 的 五 
的 分 解 ， DA 和 一 Pn,. 
(i) 每 个 及 都 化 简 h. 
(让 设 和 ,LERR 满 足 和 <. 那么 


(这 ) 对 于 [mn, Ma] 的 任意 分 割 0 二 (Xo, Al， EY , An )， 定义 
ho = No (PA — Pao) 十 M1 (ps Di ) 十 尺 2 和 ni(UDXn = 


这 样 当 sup | 和 i Ai-1| 一 0 时 ， ho 依 范 数 收 敛 于 h. 
(iv) h+ 在 HL 上 和 重合 ,在 名 上 和 0 重合 ;h- 在 名 上 和 一 h 重合 ,在 人 i 上 
和 0 重合 . 
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(V) 设 wE L(E). 为 使 ww 和 hh 可 交换 , 需 且 只 需 , 对 于 任意 的 AE 到 ,由 和 p、 可 交 
换 . 
Qi) 根据 5.3.50), 我 们 有 psh = ppx, 因此 (根据 3.4.9() 及 化 简 h. 
i) 设 和 ,ye 恨 满足 入 <j. 利用 5.4.1 中 的 记号 ex. 我 们 有 


0, 对 于 七 去 
t(en — es)(t) = 4 t, 对 于 和 A 和 <tgy, 
0, 对 于 t>, 


因此 对 于 任意 te€ R, 
Nep — es)(t) < tle — ea)t) & plen ~ ex) ld). 
根据 5.3.5(iv), 我 们 得 到 
AD 一 DA) < flpp 一 DA) 和 pu — pa). 
若 ze 玉 Ge 及 ,我 们 有 (=-pjz=pz-pz=z-0=z 因 此 
A(zlz) 和 (hzlz) < plzlz), 
这 就 证 明了 (ii). 
6iii) 设 了 是 及 上 满足 下 述 条 件 的 函数 : 当 t < Xi 时 , 有 6 = Xo, 当 和 Xi <t< )》a 


时 , 有 jd = 和 A), 当 M2 <tg Mi 时 , 有 f(t) = 入 2, 当 t > 和 hn_1 时 , 有 
f(t) = Mn-1. 我 们 有 


f = Xoex 十 Al(exs — EA)+ T+ Mn 2(en 1 — Eas) + M1(l ~ ea, 1)) 
且 对 于 任意 的 te [mn, Mr] 有 
f(t) —t| < Shp le = al 
因此 f(h) = ho, 且 根据 5.3.5(vi) 可 知 
|f(h) — hl < sup |As 一 Ai-1|. 
(iv) 我 们 有 AL- po) = g(h), 其 中 


t, 对 于 t > 0， 


0 -0 -ol0) = {A 


这 就 得 到 了 
h(1 — po) =ht. (2) 
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同 理 可 知 
一 ppo 三 几 . (3) 


上 述 (2) 和 (3) 即 可 推出 (iv). 
(四 设 weC(B). 车 wh = hw, 根据 5.4.1(ii), 我 人 有 wP 一 入 = pxw. 设 对 于 任 
意 的 入 都 有 wP - 入 = pxw, 根据 5.4.8(ii), 我 们 有 wh = hw. 


5.4.9 5.4.8(ii) 的 直观 解释 如 下 : 我 们 可 以 把 视 为 无 穷 多 个 空间 Piay 9 了 Py 
的 Hilbert 和 . 在 ,yawe, 中 ,hh 作用 是 以 为 系数 的 乘积 算 子 . 大 4 不 是 (人 )aer 
的 间断 点 , ray 9 是“ 无穷 小 ”的 . 若 / 是 (有 到)xeg 的 间断 点 , ran 9 了 = 
Fy 9 ,是 1 对 应 的 特征 子 空间 (我 们 现在 就 来 证 明 最 后 这 一 点 ). 


5.4.10 ”定理 . 设 妃 是 一 个 Hilbert 空间 , h 是 L(E) 的 一 个 Hermite 元 ， 
(五 )( 相 应 的 , (pA)) 是 和 hh 关联 的 已 (相应 的 , 恒 等 映 射 ) 的 分 解 . 对 于 任意 的 和 E 下 ， 
设 刀 、 是 相应 的 特征 子 空间 , f、 是 在 入 取 1, 而 在 民 \ {和 } 上 取 0 的 函数 . 

(i) 对 任意 的 入 ER, 我 人 有 EE= 下 ©F_, Pp、=ps 一 ps- = 用 (1). 
(ii) 为 使 某 个 实数 是 (到 ) 的 间断 点 , 需 且 只 需 它 是 hh 的 特征 值 . 
(ii) 设 zEB, 而 jz 是 由 Zz 和 hh 定 义 的 谱 测 度 . 对 于 任意 的 AE 下, 我 们 有 


tz({X}) = | Pexzl = (Pe, £7). 


设 入 eRR. 记 及 (h) = gq. 利用 5.4.1 中 定义 的 ex. 这 样 (根据 5.3.5(vii)) 及 是 
EM — EA-1/n 在 n 一 十 oo 时 的 简单 极限 . 于 是 g = ps 一 pa-. 

设 ze 玉 . 对 于 任意 整数 n > 0 我 们 有 jz = Xnz. 首先 , 对 于 fe CI[X], 我 们 
有 f(h)z = f(A)z, 然后 两 边 取 极限 , 即 可 得 此 关系 对 于 任意 的 fe 4 (利用 5.3.4 中 
的 记号 ) 也 成 立 . 特别 的 , gz = 户 (M)z = zx. 反之 , 设 gz = z. 因为 对 于 任意 的 te RR 
都 有 tf(t) = 和 f(t), 我 们 有 


hz = hf\(h)z = Af(h)z = 和 7Z， 
这 样 ， 
E\=q(E)= (ps — ps-)(E) = FOF-. 
这 样 我 们 就 证 明了 人, 而 (i) 是 (i) 的 直接 推论 . 最 后 , 利用 (ii) 中 记号 , 我 们 有 
(Pp,z|z) = (fs(h)zlz) (根据 (i)) 
. fa(t) dyz(t) (根据 5.3.5(viii)) 
= pz({A}). 
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5.4.11 ”定理 . 设 妃 是 一 个 Hilbert 空间 ,hh 是 C( 瑟 ) 的 一 个 Hermite 元 ，( FA) 
是 和 hh 关联 的 忆 的 分 解 ,JE 民 . 下 述 条 件 是 等 价 的 : 
(i) p¢ Sph. 
(让) 存在 包含 j 的 开 区 间 使 得 了 内 在 其 上 是 常 值 . 

设 ju 4 Sph, 则 存在 和 Sph 不 交 的 区 间 [a, 6] 使 4 为 其 内 点 . 利用 5.4.1 中 记 
号 ， €8 一 CEa 在 Sph 上 为 0， 因此 

Pp 一 pa = (ep — ea)(h)=0. 

这 样 ， Fa = Fpg, 于 是 对 于 a < 和 gb, Fa = r= Fp. 

假设 及 在 某 个 以 1 为 内 点 的 区 间 [a,6] 上 取 常 值 . 设 /是 及 上 函数 , 满足 : 当 
t 4 (a,B] 时 f(t)=(t 一 1)-!, 当 te (a,B] 时 f(t) =0. 这 样 fe 4, 且 对 于 任意 的 
t E RR, 

f(t)(t— 1) = ealt)— ep(t)+1 
(事实 上 , 当 t 4 (a, 6| 时 两 边 都 等 于 1, 当 te (a, 6] 时 两 边 都 等 于 0). 这 样 
fhh—p)= (hn)f(h)=pa—pet+l=1, 

Hy ¢ Sph. 

5.4.12 ”基于 定理 5.4.10 和 5.4.11, 我 们 称 h 的 点 谱 在 Sph 中 的 补 集 为 h 的 连 


续 谱 . 
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5.5.1 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 , v 是 L(B) 的 一 个 正常 元 (根据 3.2.10) 记 
wu 二 9 十 iw, 其 中 wv 和 w 是 两 个 可 交换 的 Hermite 元 . 

我 们 把 R? 和 C 等 同 起 来 . 我 们 把 C 上 的 函数 xz ” > 简 记 为 z. 这 样 我 们 可 以 
考虑 函数 z, Rez 和 Im z. 我 们 将 要 考虑 形 如 g(z, z) 的 函数 , 其 中 ge C[LX,Y]. 这 也 
就 是 形 如 (Rez, Im z) 的 函数 , 其 中 he CI[X, Y]. 

设 g, he C[X,Y] 满足 g(z,z) = h(Rez,Imz). 这 样 g(w,w*) = h(v,w). 事实 上 ， 
只 需 对 g(X,Y) 是 一 个 单项 式 XmY" 的 情形 验证 就 可 以 了 . 这 时 


g(z2,2) = zz = (Rez+ilmz)"(Rez— ilmz)", 


因此 
h(X,Y) = (X+iY)"(X iY)", 


这 样 我 们 就 有 


gu ) = UY = V+) (vo iw)" = h(v,w). 
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5.5.2 ” 引 理 。 设 (p、), (qu) 分 别 是 v 和 w 对 应 的 恒 等 映 射 的 分 解 . 
() 对 于 任意 的 入 和 j, p、 和 gj 是 可 交换 的 . 
(说 对 于 |m 一 1, Mu 和 [mw 一 1, Mi] 的 任意 一 对 分 割 (XN0, 和 1,… ,和 nn) 和 (jo0, M1,…， 
Nt). 记 Tjk = (pas 一 DXi)(gpw 一 go Gjk 二 Tjk(B). 那么 rjk 是 和 为 1 的 投 
影 , 且 两 两 重 直 . 空间 马 是 Gjxk 的 Hilbert 和 . 
(这 ) 设 ge CIX,Y] 对 于 ze Spu 满足 g(z, 引 | a. 于 是 |g(wvo)| < wa. 
(i) 由 5.4.8(v) 可 得 . 
(i) 根据 i, px 一 pj_， 是 qj 一 q_i， 相互 交换 的 投影 , 因此 根据 3.4.7, rjx 是 
一 个 投影 . 我 们 知道 p、 一 ps，, (相应 的 , gj 一 q_i) 是 和 为 1 且 两 两 正 交 的 投影 . 
因此 巨 是 Gjx 的 Hilbert 和 . 
(ii) 设 ge CIX,Y] 对 于 z € Spw 满足 |g(z, 引 | < a. 设 e>0. 存在 n>0 使 得 
条 件 


Iz—z| <n, 2,2 €lm, —1,M,] x [mw — 1,Myl 
蕴含 了 
lg(2,2) — g(z,2)| < &. 
选取 (ii 中 的 A; 和 jx 使 得 对 于 任意 的 7 和 及， 


1 1 
[A; 一 Aj-1| < 57 lu — Hk-1| < Lh 


定义 
vy = > Nj—1(PpA Di 1 w 》 Mr-i(gm qur_1): 
了 k 


设 he CIX,Y] 满足 
h(Rez,Imz) = g(z,2). 


我 们 有 
vcan = 和 7 一 1， Ga = MK 一 1， 
因此 
h(v,w le = h(i Mk-1) = 9(N-1 + pg-1) Ni-1 ~ ik-1)- 
在 下 面 我 们 区 分 两 种 情况 : 
a) [Xi A]x[wk-iyAn] 在 某 一 点 zjk 和 Spw 相交 . 我 们 有 | 和 jy_1 二 iw_1 一 2Zjk| < 
7n, 从 而 有 


19(Ai-1 十 jn- MN-1 — ikp-1)| < |9(27x, ZR)| te ate. 


由 此 即 得 , |h(w',w loysll so+e 
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b) [Ay-1, 和 y] x [hx-1, Kx] 和 Spw 不 交 . 根据 3.3.9(iii), Sp(wl@y,) C [Ay_1, 和 Nj] x 
[hk-1, 4k]， 为 一 方面 , 显然 有 Sp(wlG,,) C Spw 这 样 Sp(w4|G;j,) = 2, 从 而 
(根据 2.8.9)G;js = {0}. 于 是 显然 有 |h(v’,w lel < a+e. 
综合 上 述 两 点 , 我 们 就 得 到 ||h(v,w) < a+ a. 
当 ip ly 一 和 | 和 sup kk-1 一 Lx| 时 , (根据 5.4.8)v' 和 w' 依 范 数 趋向 于 v 和 
w, 因此 Po wo) 依 范 数 趋向 于 h(v,w). 所 以 hv,w) < at+e, 即 ||g(w,wu')|| < as. 
这 对 于 任意 的 s > 0 都 成 立 , 这 样 我 们 就 证 明了 (iii). 


5.5.3 对 正常 算 子 v 的 谱 理论 的 讨论 现在 就 可 以 基本 上 和 Hermite 算 子 的 谱 
理论 完全 一 样 的 展开 : 引 理 5.5.2( 十 ) 起 到 了 引 理 5.1.1 的 作用 , 而 另 一 方面 , 根据 
Stone-Weierstrass 定理 , 形 如 g(z,z)|sp 的 函数 (其 中 ge CIXZ]) 在 Spv 上 复 值 
连续 函数 集合 4 中 是 稠密 的 . 


5.5.4 ”定理 . 存在 由 4 到 L(E) 的 唯一 一 个 映射 p 满足 下 述 条 件 : 
(i) 2 是 代数 同 态 ; 
(i) yp(1)=1; 
(iii) p(z)=%, 且 P( 司 = 这 
(iv) (对 于 4 和 L() 的 范 数 )p 是 连续 的 . 
这 个 定理 的 证 明和 定理 5.1.2 的 证 明 是 完全 类 似 的 . 


5.5.5 利用 5.5.4 中 记号 , 对 于 f € 4 我 们 定义 p(f) = f(w). 特别 的 , 我 们 有 
Reu=v, Imu= ww, 


因为 , 。 
Rez = 3 (2 十 2)， Rez = Ss z). 


5.5.6 ”定理 ， 设 feAh. 
(i) f(w) 是 正常 算 子 , 且 是 4% 和 ww* 的 多 项 式 的 范 数 极限 . 
(i) fv) = fu)"*. 
(这 ) 若 三 是 实 值 函 数 , 则 f(w) 是 Hermite 函数 ， 
(iv) 若 c,dqe 民 满足 cg<f<d, 则 c< fl(u)<d. 
(v) fw) < Ml. 
这 个 定理 的 证 明和 定理 5.1.6 的 证 明 是 完全 类 似 的 . 


5.5.7 设 zeB. 由 4 到 C 的 映射 了 (f(w)z|z) 是 Spu 上 的 测度 , 总 质量 为 
(zlz), 称 为 由 x 和 % 定义 的 谱 测度 . 


5.5.8 定理. 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 ,是 L(E) 的 一 个 正常 元 , (fi, fo,…) 
是 A 中 简单 收敛 于 浮 数 了 的 一 列 有 界 连续 复 值 函 数 . 那么 序列 (及 (w), 户 (u)，……) 强 


收 你 于 L(E) 中 的 一 个 元 素 , 且 这 个 极限 只 依赖 于 f 和 而 和 序列 (所 ) 无 关 . 


" 108. V 连续 Hermite 算 子 的 谱 分 解 


这 个 定理 的 证 明和 定理 5.3.2 的 证 明 是 完全 类 似 的 . 


5.5.9 ”以 及 记 Spu 上 可 以 作为 一 列 有 界 连 续 复 值 函数 的 简单 极限 的 函数 全 体 . 
对 于 fe 4 5.5.8 中 定义 的 L(E) 中 元 素 记 作 f(w). 如 前 , 对 于 一 个 定义 域 包含 Spu 
的 函数 f 都 可 以 应 用 记号 f(w), 如 果 flsp。& 4 的 话 . 


5.5.10 “定理 设 马 ,wv, A 如 上 所 述 . 

(i) ”由 及 到 L(E) 的 映射 /下 f(u) 是 从 入 到 C( 百 ) 的 一 个 交换 子 代 数 的 同 态 . 

(ii 对 feh 我 们 有 (uw) = (Fo)*. 

(过 ) 若 fe 4 是 实 的 , 则 jw) 是 Hermite 元 . 

(iv) 若 feAhcdeR 满 足 cg<f<d, 则 cg f(u)<d. 

(v) 若 feA, 则 f(wu) 是 正常 元 , 且 是 和 wr 的 一 列 多 项 式 的 强 极限 . 

(vi) 对 fe4, 我 人 有 (wl < If , 

(vii) 设 ( 户 , 户 ……) 是 简单 收敛 于 A 中 元 素 f 的 一 个 有 界 序列 . 那么 (fn(w)) 强 收 
化 于 f(w). 

(viii) 设 ze 互 ,me 是 x 入 定 义 的 谱 测 度 . 我 们 有 ,对 于 fe 4, 


(ozlz) = / jb dns 人 


(ix) 利用 同样 的 记号 ， 
F(z) = 站 FOP dyslt). 
Spu 


这 个 定理 的 证 明和 定理 5.3.5 的 证 明 是 完全 类 似 的 . 


5.5.11 ” 定理. 设 万 是 一 个 Hilbert 空间 , w 是 L( 忆 ) 的 一 个 正常 元 . 对 于 任 
意 的 zE C, 设 es 是 在 (-oo,Rez] x (-oo,Imz] 上 取 值 为 1, 而 在 其 补 集 上 取 值 为 0 
的 C 上 函数 . 

(i) 每 个 es 是 一 列 有 界 连 续 函 数 的 简单 极限 , 这 样 ps = ez(u) 是 可 以 定义 的 . 
(i) 每 个 ps 都 是 投影 , 且 是 wu 和 wu* 的 一 列 多 项 式 的 强 极限 . 
(着 ) 设 zz/ EC. 若 Rez< Rez 而 Imz < Imz, 我 们 有 ps < pz 
(iv) 若 Rez <Rem 而 Imz<Immw, 则 pz=0. 
(v) 若 Rez>ReM, 而 Imz>ImMy, 则 ps 二 1. 
(vi) 设 z 一 zo 满足 Rez > Rezo0 而 Imz 之 Imzo. 那么 ps 强 收敛 于 ps. 
这 个 定理 的 证 明和 定理 5.4.1 的 证 明 是 完全 类 似 的 . 


5.5.12 利用 5.5.11 中 的 记号 , 我 们 称 (ps)zec 是 对 应 的 恒 等 映 射 的 复分解 . 


5.5.13 ”定理 . 设 户 是 一 个 Hilbert 空间 ,wv 是 L(E) 的 一 个 正常 元 ， (pa )AER 
是 和 关联 的 恒 等 映 射 的 分 解 ， 
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(i) 设 z 是 互 中 的 元 素 , pz 是 由 xz 和 有 hh 定义 的 谱 测 度 . 对 于 任意 的 AE 到 ,我们 有 
Hz((—00, Rez] x (—o00,Im2]) = (pzzlz) = pzz| 


(让 每 个 ps(F) 都 化 简 v. 
(过 ) 对 于 [ms i 1, MM, 和 [mw 一 工 , Mri] 的 任意 一 对 分 割 0 二 = ((Xo, Al …: , 和 An), 
(J0, Al， i , Mt)), 定义 
n—1t—1 
Uo 二 > > (Xi 十 ip )(DA 十 ipk+1 ~ DAytitipk ~ PA;+ipk+1 + PAjy+ipn ) 
7=0 k=0 
这 样 当 up 一 Aj;-1| 一 0 和 sup | 人 一 Uk-_1| 一 0 时, uo 依 范 数 收敛 于 帮 . 
(iv) 设 由 EC(B) 为 使 由 和 全 好 可 交换 需 且 只 需 , 对 于 任意 的 zEC,w 和 ps 可 
交换 . 
这 个 定理 的 证 明和 定理 5.4.6, 定理 5.4.8 的 证 明 是 完全 类 似 的 . 


5.5.14 ”我们 形式 地 记 


5.6 ” 西 算 子 的 谱 分 解 


5.6.1 设 马 是 Hilbert 空间 ,v 是 L(E) 中 的 西元 . 则 ww 是 正常 算 子 , 我 们 可 以 
应 用 5.5 中 的 结果 . 另 一 方面 , (根据 3.6.10) Spw 包含 在 模 长 为 1 的 复数 集 U 中 . 


5.6.2 ”对 于 任意 的 和 ER, 设 f 是 U 上 满足 下 述 条 件 的 复 值 函数 : 

a) 若 入 <0, f=0; 

b) 若 0< 入 < 2n, 则 对 于 0g zs 和 A 有 fh(e*) = 1, 对 于 入 <z<2x 有 

用 (ez) = 0; 

c) 若 入 > 2mr, 则 及 = 1 

易 见 每 一 个 f、 都 是 一 列 有 界 连续 函数 的 简单 极限 . 记 及 (w) = 

定理 . (i) 每 个 px 都 是 投影 , 且 是 wu 和 wu* 的 一 列 多 项 式 的 强 极限 . 
(ii) (pA)XeR 是 恒 等 映 射 的 一 个 分 解 , 满足 : 对 于 入 < 0,p、 = 0; 对 于 入 > 2n,pa=1. 

我 们 有 f = 六 = 及 ,因此 (根据 5.5.10() 和 (), px = p* = 2 因此 (根据 
5.5.10(v))ps 是 一 个 投影 , 上 且 是 w 和 wv* 的 一 列 多 项 式 的 强 极 限 . 
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车 入 < 我们 有 f < f, 因此 (根据 5.5.10(iv)), p、< ps. 若 入 < 0, 我 们 
有 f、= 0, 因此 p、= 0. 若 入 > 27, 我 们 有 f= 1, 因此 p、 = 1. 当 n 一 十 oo， 
序列 (及 41n) 简单 收敛 于 及 因此 (px+uyn) 强 收敛 于 pa, (根据 5.5.10(vi)) 从 而 
pA+ 三 DA 和 . 


5.6.3 5.6.2 中 考虑 的 恒 等 映射 px (相应 的 , ) 的 分 解 称 作 和 v 关联 的 恒 等 映 
射 (相应 的 , 妃 ) 的 分 解 . 

因为 当 一 +oo 时 (jsrtyn) 简单 收敛 于 (for), 因此 这 个 分 解 在 2r 是 左 连 续 
的 . 


5.6.4 考虑 从 [0,2r) 到 T 的 双 射 Am e*, 并 设 f 是 其 逆 . 易 见 上 是 U 上 一 
列 有 
一 4 
理 . (i) a 且 0<h< 2xn. 
(i) (pa) 人 h 对 应 的 恒 等 映射 分 解 . 
(这 w = ew 
(当然 , 我 们 以 1 记 算 子 e*, 其 中 1 是 凡 上 的 连续 函数 x > ei?). 
(i) 由 5.5.10(iv) 可 证 . 
(i) 和 5.4.1 中 一 样 定义 ex, 并 设 (k1, kz,… ) 是 C[X] 中 简单 收敛 于 1 且 在 [0,2] 
上 保持 有 界 的 一 列 元 素 . 这 样 每 个 &, of 都 是 U 上 一 列 有 界 连 续 函 数 的 简单 极限 ， 
且 序 列 (ki1of,k2of,…) 简单 收敛 于 eof = 及 ,并 在 U 上 保持 有 界 . 根据 5.5.10() 
我 们 有 
kn(h) = kn(f(u)) = (kn o (人 
当 一 +oo 时 , (根据 5.3.5(vii))kn(h) 强 收敛 于 es(h), 且 (根据 5.5.10(vii))(knof)(w) 
强 收敛 于 f\(w), 即 得 
ea(h) = 
这 就 证 明了 ( 记 ). 
十 ) 设 (K, 雄 ,…) 是 CIX] 中 简单 收敛 于 ! 且 在 [0, 2x] 上 保持 有 界 的 一 列 元 素 . 
和 (ii) 作 同 样 的 推理 , 我 们 有 


kn(h) = (kn, o f)(u), 
取 极 限 即 得 


ei =w. 


5.6.5 利用 5.4.7 中 的 记号 , 我 们 可 以 写 
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5.7 正常 算 子 和 乘法 算 子 


5.7.1 设 X 是 一 个 局 部 紧 拓 扑 空间 , 5 是 X 上 的 一 个 正 Radon 测度 , 9 是 X 
上 的 一 个 有 界 可 测 函 数 . = [2(Spw,1s) 上 的 映射 9 -9j 是 C(B) 的 一 个 正常 元 
(参见 2.1.13 和 3.1.4). 我 们 将 看 到 , 在 相差 一 个 同 构 的 意义 下 , 这 样 我 们 可 以 得 到 所 
有 的 连续 正常 算 子 . 


5.7.2 设 瑟 是 一 个 Hilbert 空间 ,wv 是 L(B) 的 一 个 正常 元 , z € 一 .我们 称 x 
对 于 是 完全 的 , 若 向 量 集 wm"uwrmz( 对 于 m,n = 0, 1,2,.…) 在 五 中 是 完全 的 , 换 句 
话说 , 知 集 合 p(w,w*)z( 其 中 pe C[X,Y]) 是 五 的 一 个 稠密 子 空间 . 

5.7.3 引 理 . 设 瑟 是 一 个 Hilbert 空间 ,凡是 L() 的 一 个 正常 元 . 

(i) 关 瑟 拓 {0}, 则 存在 互 的 闭 线性 子 空间 已 化 简 wv, 且 存在 Zz EF 对 于 wlp 是 完 

全 的 . 

(ii) 存在 瑟 的 一 族 闭 线 性 子 空 间 ( 态 )ier 和 一 族 忆 中 元 素 (zijicr, 满足 : 

a) E= DR 

b) 每 个 局 都 化 简 刀 

c) 对 于 任意 的 ie 1, zi 对 于 wu|F, 是 完全 的 . 

Q) 设 z 是 马 中 非 零 元 素 . 设 下 是 巨 中 由 wmwu*rz( 对 于 m,n=0,1,2,…) 全 
体 生成 的 闭 线性 子 空间 . 显然 下 是 在 wu 和 w* 之 下 稳定 的 , 且 zx 对 于 二 jz 是 完全 的 . 

让 设 5 是 EE 中 化 简 wv 目 使 得 wls 具有 一 个 完全 向 量 的 闭 线性 子 空间 全体 . 
设 . 是 § 中 元 素 两 两 正 交 的 子 集 全 体 构 成 的 集合 . 设 (/M。) 是 .KN 中 依 包 含 关系 
构成 全 序 的 一 族 元 素 , 我 们 有 

(JMaeN. 
因此 .K 依 包含 关系 是 归纳 的 . 

设 M 是 .HY 中 的 一 个 极 大 元 . 给 M 的 每 个 元 素 一 个 指标 , 我 们 得 到 EE 的 一 

族 化 简 v 的 闭 线性 子 空间 ( 瓦 )ier, 且 对 于 任意 的 ie 71, 存在 xz; 对 于 wls, 是 完全 的 . 


假设 
FPF=EQ (@® 5] 


ZE 
非 零 . 根据 (i), 存在 的 一 个 闭 线性 子 空间 F 关 {0} 和 所 有 的 均 正 交 , 且 化 简 
u, 并 且 wlp 有 一 个 完全 向 量 . 这 就 和 M 的 极 大 性 矛盾 , 从 而 
E= 中 h. 


i€T 


5.7.4 。 引 理 ， 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 , w 是 L(E) 的 一 个 正常 元 , x 对 于 也 
是 完全 的 , hz 是 相应 的 谱 测度 , 4 是 Sp 上 的 连续 复 值 函 数 全 体 , 0 是 Spu 上 的 函 
数 ZZ. 
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(i) 从 A 和 4 到 万 的 映射 ff(wu)z 可 以 唯一 地 延 拓 成 从 [2(Spu,1z) 到 万 的 同 构 j. 
(i) 算 子 j-1uj 是 L2(Spu,1z) 上 由 fo 定义 的 来 法 算 子 . 
设 7 是 从 4 到 万 的 映射 ff 一 (wu)z. 它 是 线性 的 . 根据 5.5.10(ix), 我 们 有 


Wee 上 NDF dp 


因为 4 在 [2(Spw,1z) 中 是 稠密 的 , 7 有 唯一 的 等 距 线性 延 拓 j : [2 (Sp ,1z) 一 F. 
对 于 任意 的 p e CI[X, 了, 我 们 有 plw ur)z < 7'(4), 因此 7(4) 在 已 中 稠密 . 从 而 
j(I2(Spw,1z)) = 五 , 这 就 证 明了 (i). 

设 v 是 L2(Spu,1z) 上 由 fo 定义 的 乘法 算 子 . 对 于 任意 的 fs 4, 我 们 有 


(F707)(F) = G7 Ff)z) = 7 (Fof) (Wz) = fof = vf). 


这 样 , ;-1uj|4 = v|a, 由 连续 性 即 得 j-1wj = vw. 


5.7.5 ”定理 ， 设 户 是 一 个 Hilbert 空间 ,是 L(E) 的 一 个 正常 元 . 存在 一 个 
局 部 紧 拓 扑 空间 久 , 和 上 的 一 个 正 Radon 测度 如 X 上 的 一 个 有 界 连续 函数 g， 和 
一 个 从 L2(X,1) 到 马 的 同 构 j, 使 得 算 子 j -1uj 是 L2(X,1) 上 由 9 定义 的 乘法 算 
于 : 

根据 5.7.3G), 我 们 可 以 假设 


p=OPR, 和 = 中心 
iET ieI 
每 个 u; 都 有 一 个 完全 向 量 . 根据 5.7.4, 对 于 任意 的 ie 7 存在 一 个 局 部 紧 拓 扑 空间 
Xi;, 和 上 的 一 个 正 Radon 测度 jw, 和 一 个 从 蕊 (Xi, pi) 到 五 的 一 个 同 构 ji, 把 wv 
变 成 由 Xi 上 的 一 个 有 界 连续 函数 g; 定义 的 乘法 算 子 wy,, 其 中 9 满足 


sup |gi| < lwill < llul. 


设 局 部 紧 空 间 X 是 X; 的 和 : 每 个 X; 都 是 X 中 开 集 , 而 X 是 X; 的 无 交 并 ; 设 1/ 
是 X 上 的 正 Radon 测度 , 其 在 X; 上 的 限制 就 是 jii. 设 9 是 XX 上 对 于 任意 的 i 满 
足 glx, = gi 的 函数 . 显然 g 是 连续 的 . 每 一 个 世 2(Xi, pi) 都 等 同 于 2(X,p) 的 一 个 
闭 线性 子 空间 , 且 
2(X,n) = PD F(X, 1). 
ZET 
这 样 全 体 i 就 定义 了 一 个 从 有 (2 站 到 的 等 距 , 它 把 变 成 四 央 = us( 由 g 
定义 的 乘法 算 子 )， 


VI 单 参 数 西 算 子 群 


6.1 一 个 有 界 函 数 关 于 一 个 恒 等 映射 分 解 的 积 


在 第 V 章 中 , 对 于 每 个 连续 Hermite 算 子 , 我 们 都 关联 了 一 个 恒 等 映 射 的 分 解 . 
我 们 现在 来 描述 上 述 过 程 的 道 . 


6.1.1 设 (及 )xeg 是 瑟 的 一 个 分 解 , (p、)ser 是 相应 的 户 中 恒 等 映射 的 分 解 . 
对 于 任意 的 z e E, R 上 的 函数 入， (pxzlz) 是 递增 的 , 其 取 值 从 0 增长 到 ||zll2, 这 
样 就 定义 了 及 上 的 一 个 正 测度 vj, 满足 : 对 于 任意 的 eR 都 有 


vz((—o0, A]) 过 (DAZ|Z). 
vz 的 总 质量 ||zz| 是 llzl2. 若 和 和 我 们 有 


vz([A, a 


) = (paz|z) — (ps—z|z), 
vz([A, 1)) = (p 

) 

) 


Au-2Z|z) 一 (psxl7), 

vz((M, 1H]) = (pzlz) 一 (PAZ|Z)， 

vz((M, 1)) = (pul7x) — (pxzlz) (对 于 入 < 站. 
藻 (pa)xer 是 和 一 个 连续 Hermite 算 子 关联 的 妃 中 恒 等 映射 的 分 解 , 是 zx 和 > 
定义 的 谱 测度 (参见 5.4.6). 


6.1.2 更 一 般 的 , 设 x,y e EB. 根据 1.1.6, 函数 入 (pzly) 是 形 如 入 上 (pxzlz) 
的 函数 的 线性 组 合 . 因此 存在 及 上 唯一 的 有 界 测度 zw ， 使 得 


Vzy((—00, 和) = (pazIy). 


.114. VI 单 参 数 酉 算 子 群 


我 们 有 cp 二 Vsy. 记 
dvz,y (A) 一 d(paz|y). 
我 们 称 vy 为 由 x, y 和 (p、) 定义 的 测度 . 如 果 在 等 式 vz,y(( 一 00, 和) = (pxzly) 中 令 
和 趋向 于 +co, 我 们 得 到 
十 oo 
(oy) = 人 az 由 


6.1.3” 例 . 取 3.5.10 中 的 记号 . 若 ze {2(7), 我 们 有 
PF, Z = > (zlei)ei. 


Qi 和 


因此 , 若 z, ye EB, 且 vy 是 由 z, y 和 (p、) 定义 的 测度 , 我 们 有 
Vz,y((—00, A]) = (Pr, Z|Pr, Y) = 2 (zlei) (ylei). 


Qi 和 
因此 ( 当 @i 两 两 不 同时 )vz,y 是 由 oi 处 的 质量 (zlei)(ylei) 定义 的 测度 . 


6.1.4” 例 . 取 3.5.11 中 的 记号 , 并 设 A 的 两 个 端点 分 别 为 1 和 !( 可 能 是 无 限 
的 ). 设 f, ge 52(A) 且 vj,g 是 由 f,g 和 (及 ) 定义 的 测度 . 我 们 有 


veg((—00, 和 A) =0， ( 当 入 和 7 时 )， 
vj,g((—00,A) = (flg)，( 当 和 1 时) 


wal(-o0W) = /10 0 (eA) 


因此 vs 的 支撑 在 入 中 , 且 vy,y 在 A 上 的 限制 是 相对 于 Lebesgue 测度 具有 密度 
一 数 f5 的 测度 . 
6.1.5 ”定理 . 设 妃 是 一 个 Hilbert 空间 , (pA)xeR 是 妃 中 恒 等 映 射 的 一 个 分 
解 . 对 于 x,Yy EB, 以 vzy 是 由 zy 和 (p、) 定义 的 测度 . 
(i) 对 于 x,y EB,pEC, 我们 有 vpz,y = pvz,y 
(站 对 于 zx, x',y EB, 我们 有 Voyz,y = Vz,y 二 Vz,y: 
( 首 ) 对 于 z, y € B, 我 们 有 vz = Dry. 
(iv) 对 于 z, ye 五 ,我 们 有 vs,y|| < zlllyll. 
若 zx, z, ye 五 , 则 有 


(pa(z + 72)|y) = (pA(z)ly) 十 (DA(Z )y), 


即 得 Uzrtzr’,y 二 Ur,y 十 Ur’,y. 用 类 似 方法 可 以 证 明 (Qi). 
另 一 方面 ， 
(pxy|lz) = (ylpa7x) = (PAZ|y)， 


6.1 一 个 有 界 函 数 关于 一 个 恒 等 映 射 分 解 的 积分 . 115 . 
即 得 mw = 区 了 
最 后 ， wz,yll 是 
[Voy((—oo,ADI + vz, (C1, XD)| + 7+ |v (ni, Mn)| + vay (Mn, +00))| (2) 
对 于 所 有 递增 实数 组 (Xi, 和 2,… , 和;) 的 上 确 界 . 取 定 一 个 这 样 的 数组 . 记 
G1 = PA(E), G2 = (ps — PDA)E),: Gn = (px — pA)(E), Gn41 = (1 — pa,)(E). 
我 们 有 
Vz,y((—00, A1]) = (pe x|y), Vr,y (M1, M2]) = (pcsz 人， ， 
Vzy( (Mn—1, Xn]) 二 (pG, 2|y), vz,y (Mn, 十 co)) (pG, rT|y). 
因此 和 式 (2) 由 
也 十 上 ?2 十 工 ntl 1/2 刀 十 1 1/2 
》 |(cszlpe:y)l < > llpeizllllpe.yll < > leeap) 名 pal] = ||zllllyll, 
; i=1 | 


2=1 i=1 
即 得 (iv). 
6.1.6 ”定理 . 设 媚 是 一 个 Hilbert 空间 , (px)xeR 是 互 中 恒 等 映 射 的 一 个 分 
解 , f 是 有 上 有 界 Borel 复 值 函数 . 
(i) 对 于 任意 的 z, ye 五 , /对 于 测度 d(pAzlg) 是 可 积 的 . 
(让) 存在 唯一 的 ve L(E) 使 得 对 于 任意 的 zy € 已 


十 oo 
(oz 四 = 人 AD d(pazly). 


(这 ) 我 们 有 |lwl < |7(A)|， 

(i): f 是 Borel 函数 , 因此 对 于 d(oxz|ly) 是 可 测 的 ， 它 同时 是 有 界 的 , 测度 
d(pxz|y) 也 是 有 界 的 , 即 得 (i). 

Gi) 和 (和 ): 根据 6.1.5G), (让 , (ii), Bx 马上 的 函数 


十 oo 
CE 


是 一 个 半 双 线性 型 . 它 是 连续 的 , 因为 车 记 d(p、zly) = dw (AN), 我 们 有 
十 oo 
0 ape < (spl7O)|) es (根据 积分 理论 
< (sap) ) alllyl (R 据 615Gw) 
和 ER 
最 后 根据 2.4.3 可 以 得 到 v 的 存在 性 和 唯一 性 , 以 及 不 等 式 (者 ). 
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6.1.7 利用 6.1.6 中 的 记号 , 我 们 定义 


一 DO 


6.1.8 引 理 . 设 万 ， (pA)xeR ,万 vv 如 6.1.6 中 所 述 . 对 于 任意 的 x, VE 五 ,定义 
d(pax|y) 二 dvz,y (A). 


设 v 是 相对 于 zy 具有 密度 f 的 测度 . 我 们 有 v= voz,y. 
设 pe R. 我们 有 


Vz,poy((—00, A]) = (pxzlppy) = (pppAZ|y). 


当 A < po 时 它 等 于 (pz|y), 当 入 > p 时 它 等 于 (ppzjy)， 如 果 我 们 以 xp 记 及 中 
(一 00,p| 的 特征 函数 , 我 们 看 到 ,my 是 相对 于 wy 具有 密度 函数 xp 的 测度 . 
于 是 我 们 有 


Vuzr,y((—00, p]) = (ppvx|y) = (vr|ppy) 
十 oo 
f(AN) dzz,ppy( 入 ) 


3 
三 fA)XpA dvcy( 入 ) 


去 Xp 和 dv(A) 


=v((—00, p)). 


6.1.9 ”定理 . 设 万 是 一 个 Hilbert 空间 , (pA)seR 是 媚 中 恒 等 映 射 的 一 个 分 
解 . 
(i) 若 f,g 是 民 上 有 界 Borel 复 值 台数 , 则 


十 coe 十 oo 


十 co 
人 UO ta) op = 7 dm+ fs ap, (3) 


一 Do Oo 


[mW am= (Wem) (f oO) 图 


人 网 FO dps = ( a 可 10) dp (5) 


(ii 设 了 是 取 上 有 界 Borel 复 (相应 的 , 实 ) 值 函 数 , 且 


[ f0) dpx. 


6.1 一 个 有 界 函 数 关 于 一 个 恒 等 映射 分 解 的 积分 “117. 


则 ww 是 正常 (相应 的 , Hermite) 元 . 设 fe L(E) 和 所 有 的 .DA 都 可 交换 , 则 上 和 以 可 
交换 ， 

设 ww w w, r,s 是 对 应 于 f, g, f +g, fg, 的 L(E) 中 元 素 . 对 于 任意 的 zx 
y € 忆 , 我 们 有 


十 oo 
(woly) = /CU+9O axz 加 
这 十 oo 
‘ PO 小 g(A) d(pxzl 
= (uzly) + (vly) = ((u + zly), 
因此 w= ww 填 v, 这 就 证 明了 (3). 
十 oo 
(ro) = U9)0) atpaly) 
= 70) atpxvaly) ( 恨 据 618) 


= (u(v)z|y), 
因此 + = wwv, 这 就 证 明了 (4). 
二 coco 
(sr) = FO dtpaaly) 
ee 


f(A) d(pxylz) (根据 6.1.5(iii)) 


= (gz) = (zluy) = (wzly), 


因此 s = w*, 这 就 证 明了 (5). 

我 们 有 f7 = ff, 因此 根据 (4) 和 (5), 得 到 wu* = ww 从 而 是 正常 算 子 . 若 
f 是 实 的 , 根据 (5), w 是 Hermite 算 子 . 

设 上 是 L(E) 中 和 ps 可 交换 的 一 个 元 素 . 对 于 任意 的 x, ye 已 我 们 有 


(Atzly) = (tpsz|y) = (pazlt*y), 
从 而 
十 oo 十 co 
(utzly) = 人 de 人 f(A) dpxzltrg) = (uzlt*y) = (tuzly), 
因此 wt = tw. 


6.1.10 设 (ph)xer 在 民 的 一 个 闭 子 集 5 外 取 常 值 . 这 样 测度 d(p,zly) 的 支撑 
集 都 包含 在 5 中 , 且 和 
人 j(A) dm 
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只 依赖 于 f|s. 这 样 若 g 是 一 个 定义 域 包含 5 的 复 信函 数 , 且 gls 是 有 界 Borel 本 
数 , 我 们 把 J J 对 人 g( 和 A) dp 定义 成 人 f(X) dp 其 中 f 是 任何 一 个 
满足 fls = 9ls 的 有 界 Borel 函数 . 对 于 任意 的 x, ye EB 我 们 有 


((/ 9 ap, ) ~ y) 有 Ls d(pazly), 


| jw 由 | < sup oN) 


定理 6.1.9 显然 可 以 推广 到 这 个 情形 . 


6.1.11 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 ,hh 是 L(B) 中 的 Hermite 元 , (pa)xer 是 和 h 
相关 联 的 恒 等 映射 的 分 解 , g 是 Sph 上 复 值 函数 , 且 可 作为 一 列 有 界 连 续 函 数 的 简 
单 极限 . 对 于 任意 的 ze E, 我 们 有 


(WA do ， =] = 了 d(pxzlz)， (根据 6.1.10) 
= (9g(j)zlz) (根据 5.3.5(vii))， 


因此 ， 
上 9g(A) dp = g(h), 
Sph 


上 入 dpa 三 几 . 
Sph 


所 以 5.4.7 中 引进 的 记号 就 是 本 章 中 相应 记号 的 特例 . (本 章 给 出 了 一 种 比 5.3 所 讨 
论 的 内 容 更 为 广泛 的 “Borel” 函数 演算 ). 


6.1.12 ”定理 . 设 媚 是 一 个 Hilbert 空间 , .和 … 是 L() 中 的 Hermite 元 全 体 ， 
多 是 媚 中 的 恒 等 映 射 在 一 个 有 界 闭 线段 外 为 常 值 的 分 解 全 体 . 对 于 he .党 , 设 下 ( 促 
是 和 hh 相关 联 的 恒 等 映 射 的 分 解 . 对 于 (p、) €E 级 , 设 


且 特 别 的 ， 


十 oo 
vo)= 人。 dm (6) 


则 :CO 一 多 和 亚 : 久 一 是 互 遂 双 射 

根据 6.1.11, 对 于 任意 的 he . 知 , 我 们 有 亚 (B(h)) = h. 因此 亚 是 满 射 . 只 要 证 
明 下 也 是 单 射 就 可 以 说 明 更 是 双 射 且 更 = 亚 -1, 我 们 现在 就 来 做 这 件 事 情 . 

设 (p,), (qs) 是 马上 恒 等 映射 的 两 个 右 连 续 分 解 , 且 在 某 个 紧 区 间 (我 们 假设 
这 两 个 分 解 对 应 的 区 间 是 同一 个 , 设 为 [a,9]) 外 是 常 值 . 我 们 假设 


b b 
f 2ar= |/ 入 da =h. 


6.1 一 个 有 界 函 数 关于 一 个 恒 等 映 射 分 解 的 积分 .119 . 


根据 6.1.9, 对 于 任意 的 整数 n > 0, 我 们 有 


b b 
/六 由 = 入 ”do 和 . 


对 于 z, ye 已, 定义 dxzs(A) = d(pazly), dx (OA = d(qxzly). 测度 ”zy Vowy 的 支撑 
集 都 包含 在 [a,] 中 . 根据 上 文 , 我 们 知道 对 于 任意 的 fe CIX] 都 成 立 
b b 
/an = 10) asO 
从 而 由 Weierstrass 定理 知 vz,y 二 V4,y. 现在 设 入 e RR. 我 们 有 
(CAz|g) = vs,y((—00, A) = ,((—00, A) = (qxly). 
由 z 和 y 的 任意 性 , 我 们 得 到 p、= gq、. 
6.1.13 ” 引 理 . 设 (Bi)ier 是 一 族 Hilbert 空间 ， 
E= 中 E,. 
ET 
对 于 任意 的 ie 了 设 (pi)xeR 是 上 恒 等 映射 的 一 个 分 解 ; 设 (pA)xeR 是 (Di )AeR 
的 Hilbert 和 , 即 巨 上 恒 等 映射 的 一 个 分 解 ， 设 了 是 民 上 有 界 Borel 复 值 函数 ,并 
定义 


十 oo 十 oo 
ui = 10) on, u= / JOAN dpx. 
则 
2 一 中 Uj. 
ZE 了 


对 于 任意 的 i, 我 们 有 
uill < sup |FO), 
和 ER 
因此 v= Pu 是 有 定义 的 . 只 需 证 明 , 对 于 任意 的 i, UE; = vlE,, BT ws, = ui. 然 
ZE 了 
而 若 wy e 为, 对 于 任意 的 Ae 及 我 们 有 
(DAzly) = (pizly), 
即 得 
十 oo 十 co - 
(url= / /0 del) = 人 JJ d(pizly) = (wizly). 
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6.2 ” 单 参数 西 算 子 群 


6.2.1 设 万 是 一 个 Hilbert 空间 , G 是 五 的 酉 群 . 我 们 称 一 个 从 加 法 群 及 到 C 
的 同 态 为 一 个 E 上 西 算 子 的 单 参数 群 , 换 句 话说 , 就 是 一 个 从 及 到 G 的 映射 mu， 
使 得 对 于 任意 的 t,t €E R 满足 wit = Uru. 

这 首先 表明 wo = 1, 且 对 于 任意 的 te R, w_t = wz! = 收 . 这 些 wt 是 两 两 可 交 
换 的 . 

6.2.2 ”定理 ， 设 万 是 一 个 Hilbert 空间 , (wi)teR 是 一 个 马上 丁 算 子 的 单 参数 
群 ,A 是 马 的 一 个 完全 子 集 . 下 述 条 件 是 等 价 的 : 
(i) 映射 + 忆 wt 是 强 连续 的 ; 
i) 对 于 任意 的 XE, 由 恨 到 万 的 映射 tr usr 是 连续 的 ; 
( 道 ) 对 于 任意 的 Ze A, 当 t 一 0 时 (wiz|z) 一 (zlz) 

(i) 和 (ii) 的 等 价 性 由 2.9.1(ii) 可 得 . (ij) 壤 ( 道 ) 是 显然 的 . 现在 假设 条 件 (过 ) 成 
立 . 对 于 任意 的 ze 4, 当 t 一 0 时 ,我们 有 


aasz — zx)? = (wzluz) 一 (uazlz) — (zlusr) + (zz) 
= 2(zlz) — 2Re(wiz|lz) 一 2(zlz) — 2Re(z|z) = 0. 
车 B 是 由 4 生成 的 五 的 线性 子 空间 , 对 于 任意 ye B, 当 t 一 0 时 ,我 人 有 wy 一 
设 ze EB. 对 于 任意 = > 0, 存在 ye B 使 得 |z 一 yll < &; 然后 存在 7 > 0 使 得 
ts< n> wy -yl se. 
这 样 ， 
Ht < 7 wz oo < uz — vyll t+ luy — V+ ly — zl < 3¢, 
从 而 当 t 一 0 时 wiz 一 z. 最 后 , 设 t eR 民 . 当 上 + 一 如 一 0 时 ,我们 有 


Ut 一 Ut—to (wioZ) 一 to 之， 


这 就 证 明了 条 件 (ii) 也 满足 . 


6.2.3 例 . 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 ， (+ ,已 E_i, Eo, Bi, E2,:*:) 是 E 的 
一 列 闭 线性 子 空间 , 满足 
E=DB. 


n€Z 
对 于 任意 的 te 到 设 wu 是 C(B) 中 的 西元 , 在 EB 中 诱导 系数 为 et 的 位 似 变 换 . 
显然 在 每 一 个 bE, 上 Ut+t’ 和 Ut Ur 重合 ， 所 以 Ut+t’ = UtUt. 在 另 一 方面 ， 若 TE En,, 
当 t 一 0 时 |lusz 一 zl 一 0, 从 而 单 参数 群 w 是 强 连续 的 . 注意 对 于 任意 的 + e RR， 


Utt+2n 一 Ut- 


6.2 ” 单 参数 西 算 子 群 . 121 . 


6.2.4 ”定理 ， 设 媚 是 一 个 Hilbert 空间 , (pA)xcR 是 媚 中 恒 等 映 射 的 一 个 分 
解 . 对 于 任意 4E 了 到 定义 
十 co 
Us Ss] et dpa. 


则 (wi)jteR 是 一 个 单 参 数 强 连续 的 包 上 西 算 子 群 . 
根据 6.1.9, 我 们 有 


+o0o 十 co 
Wi 一 由 eixt eixt dp\ = / dpa = |， 
同 理 wrw = 1, 从 而 v 是 一 个 西 算 子 . 若 t, te R, 则 我 们 有 
十 oo 9 9 1 十 co a 
Way = 六 eixteixt dp》 / ei 和 (ttt ) dpa = tt。 
在 另 一 方面 , 若 z e 万 , 根据 6.1.6, 我 们 有 


十 ce 
人 人 ept d(pazlz), 


而 根据 Tebesgue 定理 , 当 1 一 0 时 这 个 积分 收 俩 于 a 


6.2.5 引 理 . 设 jE Rf 是 及 上 (-oo0,1] 的 特征 函数 . 存在 及 上 一 列 函 数 

(1, f2,… ) 满足 下 述 条 件 : 

(i) 该 序列 在 及 上 一 致 有 界 ; 

(这 该 序列 简单 收敛 于 ]; 

(i) 每 一 个 fi 都 是 形 如 tr eiXt( 其 中 te 区 ) 的 通 数 的 线性 组 合 . 

设 整数 ”> 0. 设 om 是 周期 为 2n 的 函数 , 它 在 [4 一 mA 十 可 上 定义 如 下 : 
gm 一 mi) = 0, gn pnti) = 1, gn(K) = 1, gn K+) 三 0, 9n(K+n) 二 0, 而 
gn 在 区 间 nt :| ent bn [ont] ttn 上 是 线性 
函数 这 个 函数 是 连续 的 , 且 序列 (g1, gz,…) 当 n 一 +oo 时 简单 收敛 于 f. 在 另 一 
方面 , 根据 Fourier 级 数理 论 , 存在 满足 (证) 的 函数 f, 使 得 对 于 任意 的 te R, 都 有 

gn — fa < =. 
这 样 得 到 的 序列 ( 记 , fo,… ) 就 具有 引 理 所 要 求 的 性 质 . 

6.2.6 “定理 (Stone). 设 马 是 一 个 Hilbert 空间 , (wt)ter 是 一 个 媚 上 西 算 
子 的 强 连续 单 参 数 群 .存在 唯一 的 妃 中 恒 等 映射 的 分 解 (pA)AeR, 使 得 对 于 任意 的 


tcE 取 都 有 ， 
Ut 一 / ei*t dpa. 
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a) 唯一 性 可 以 由 6.2.5 得 到 . 对 于 任意 的 ze 五 和 ye 三 ,wu 唯一 确定 了 积 
| eiXt d(p、z|y), 从 而 对 于 任意 的 测度 d(p、zxly) 可 以 确定 区 间 (一 oo0, p] 的 测度 . 
“bb) 首先 我 们 假设 wz = 1, 这 样 对 于 任意 的 te R, 有 utar = wt. 对 于 任意 的 z 
VE 五 ,定义 (ne 2) 
cn(zZg) 三 去 | et(wurly) dt. 


我 们 有 
1 27 1 2 
Re ER dt = ||zllllyll, 
oo < lal a < hielo d= loll 


从 而 cs 是 Ex 上 的 连续 半 双 线性 型 ，( 根 据 2.4.3) 存在 上 的 一 个 连续 线性 算 
子 pn 使 得 对 于 任意 的 z, ye EB, 有 


cn(z,Yy) = (pnzxly). 
我 们 有 


0 1 2T ， 1 2 
Bo = en) to hy) dt 
0 0 


2 
一 于 ein(2m 一 5) (zlwzr sy) ds ( 作 坐 标 变换 t = 27 — s) 
0 

» 1 

加 27 0 
1 27n . 2 

2 e ins(uszly) ds (因为 ws = 一色) 
27 0 


2 (pnx|y), 
因此 pz 是 Hermite 算 子 . 而 在 另 一 方面 


站 e-ins(z|u_sy) ds (因为 war = 1) 


1 2 
(upnz|y) = (pnzluty) = 去 / e€ "(usr|u_ty) ds 
0 


el 
rh 
1 27 
1 int —ins 
Se | e "(wuszrly) ds 


= eint(pnzZ|y) = (etpnzly)， 


eins( 


us 上 +tZ|y) ds 


tt | 
ein(s-t) (usrly) ds 


因此 
Vipn 一 eintpn . (7) 


6.2 ” 单 参 数 西 算 子 群 . 123 ， 


此 外 ， 


1 27 
(pmpnz|y) = 去 | ee ™ (vpnzly) dt 


aa 
~ 2x 


1 27 i( ) 
Ww 1(n—m)t 
= (Pnzly) 1 em 


27 
emtoint (pnzly) dt 


这 样 若 m 关 n, 我 们 得 到 (pmpnzly) = 0, 即 pmp = 0， 若 m = mw 我 们 得 到 


(pmpnz|y) = (pnz|y), 即 pr, = pn. 因此 pn 都 是 投影 , 且 忆 , = p(B) 两 两 正 交 . 定义 
F=PDE, G=F:. 
n€zZ 
对 于 任意 的 z, ye 万 我 们 有 
1 27 . 
a e "(wuPaerly) dt = (pnPazl|y) = 0, 
因为 玉 和 G 正 交 . 这 样 , 连续 周期 函数 t+ (wsPszly) 的 Fourier 系数 都 为 0, 于 
是 对 于 任意 的 t, (uPezly) = 0, 特别 有 (Paezly) = 0. 因此 Ps = 0, 因此 
PDE=E. 
n€Z 
根据 (7), 对 于 任意 的 x < bE,, ur = einty. 
设 L(E) 的 一 个 元 素 w 对 于 任意 的 te R 满足 ww = ww 这样, 对 于 任意 的 
2, y € 五 , 我 们 有 


1 27 ， 
(pnwzly) = 云 / ei(vewr|y) dt 


27 
Se —int 
= e ™ (wuzrly) dt 


1 2T , 
= 去 | e "ti(vrhwy) dt 
0 


= (pnzlw”y) = (wpnzly), 
因此 
: wpn, = prtw. (8) 
c) 现在 来 考虑 一 般 情况 . 设 (gq、)ser 是 war 对 应 的 恒 等 映射 的 分 解 (具体 构造 
参见 5.6.3). 根据 5.6.2(i), 对 于 任意 的 入 和 tg、 和 wi 是 可 交换 的 . 定义 


十 ce 
vt | eiXt/ 2 dqa. 


OO 
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根据 5.2.4, (vi)ier 是 EB 中 强 连续 单 参 数 西 算 子 群 . 因为 (对 于 任意 的 s) u。 和 所 有 
的 g、 可 交换 , (根据 6.1.9(i, 对 于 任意 的 ws 和 vi 可 交换 . 记 we = woz . 我 们 有 


Wttt’ = Uttt’ Ve ee = tt Ve Lo 二 VD lyevr 1— We . 
映射 + 上 ws 和 tm vr! = v_t 是 强 连 续 的 , 因此 (根据 2.9.9(ii)) 映射 圭一 wi 是 
强 连续 的 . 综 上 所 述 , (wi)zer 是 电 中 强 连续 单 参数 西 算 子 群 .而 在 男 一 方面 (根据 
5.6.4(iii)) 
十 oo 
Vor 一 / ei^ dqga = U2n, 
因此 wor 一 1. 
这 样 我 们 就 可 以 对 (wi)ser 应 用 b) 中 结果 . 那么 忆 就 是 闭 线性 子 空间 En,(n & 2) 
的 Hilbert 和 |， 且 wi|E, 是 系数 为 eint 的 位 似 变 换 . 此 外 ， Us) vs( 根 据 5.6.2(i)， Gd 入 也 ) 
和 所 有 的 w 都 是 可 交换 的 , 所 以 这 些 算 子 都 被 肪 ,化 简 (参见 (8)). 根据 3.5.12, 在 
每 一 个 马 , 中 存在 一 个 恒 等 映射 的 分 解 (gx)ser 使 得 (qA)xeRg 是 (9)xeR 的 Hilbert 
们 有 
(wizly) = (urotzly) = e™ (verly) 
十 co 
= ein / eixt/2r q(grxzly) (根据 6.1.13) 
/ done dcgraly). 


在 积分 中 作 一 个 线性 变量 代 换 , 我们 得 到 
(uzly) = A eiNt d(p% zly), 
即 得 本 
us|p, = 人 et dp&. 
设 恒 等 映 射 的 分 解 (px)xen 是 (zxe 的 Hiibert 和 ,那么 根据 6.1.13， 


十 oo 
/ ei dp 一 PDluls,) 一 Ut. 


6.3 ”应 用 : Bochner 定理 
6.3.1 设 / 是 及 上 有 界 测度 . 我 们 称 及 上 由 


二 oo 
ml(t) = 人 eits dy(s) 
定义 的 复 值 函数 为 的 Fourier 变换 . 
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6.3.2 ”定理 设 m 是 民 上 复 值 函 数 . 为 使 m 是 及 上 某 个 有 界 正 测度 j 的 
Fourier 变换 , 需 且 只 需 满足 下 面 两 个 条 件 : 
(i) m 是 连续 的 ; 
(站) 对 于 任意 的 有 限 复数 组 (al,…… ,an) 和 有 限 实数 组 (t1,… ,t), 都 有 


> m(ti 一 好 )aiG7 过 0. 
i,j=1 
设 存在 RR 上 的 一 个 正 测度 / 使 得 对 于 任意 的 te R， 
二 oo 
m(t) = A ets du(s). 


那么 根据 Lebesgue 定理 , m 是 连续 的 . 设 a1,… ,an EC 五 ,tn € 恨 ; 我 们 有 


Nn n 十 oo 
> ， mm 全 一 太 )aj 枉 一 QI5GK e 的 名) dp(s) 
j,k=1 j,k=1 = 
十 oo 隐 
T° j,k=1 


ee Re 
= Sayje ss bp (Qape-itxs) du(s) 之 0. 
= Nel k=1 


反之 , 设 m 满足 定理 中 的 条 件 (i) 和 (ii). 设 4 是 RR 上 所 有 在 有 限 个 点 外 都 为 
0 的 函数 全 体 . 对 于 f, ge 4, 定义 | 


(fl9) = 2 mlt ~ s)f(t)g(s). 
s,tER 

易 见 (| ) 是 4 x 4 上 的 一 个 半 双 线性 型 , 目 条 件 (ii) (根据 1.2.5) 推出 它 是 半 正 定 
Hermite 型 . 这样 4 就 是 一 个 准 Hilbert 空间 . 设 4o 是 对 于 所 有 的 mw e4 都 有 
(zlz) =0 的 ze4 全 体 .那么 (根据 1.4.5)B = 4/4o 就 以 一 种 典范 的 方式 成 为 一 
个 分 离 的 准 Hilbert 空间 . 设 C 是 由 B (按照 1.10.3) 做 完备 化 得 到 的 Hilbert 空间 . 
设 te 民 . 以 wi 记 4 到 自身 的 映射 (usj)(s) = f(s+t). 这 样 us 是 4 的 一 个 自 

同 态 , wo = 1, wiur = usrv. 若 f,g & 4h, 我 们 有 


(uflug)= >, m(si— s2)f(s1+t)g(s2 +t) 


51,S2ER 


= >, m(s1—t—s2+t)f(s1)9(s2) = (fl9). (9) 


31),52E 有 R 


特别 的 , 若 fs 4o, 对 于 任意 的 ge 4 我 们 有 
(ufl9) = (flu-ig) = 0， 
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所 以 wf € 40. 取 商 , 我 们 由 wi 得 到 B 上 自 同 态 w. 我 们 有 vo = 1, veve = verv. 
等 式 (9) 推出 , 对 于 任意 的 z,ye€ B 
(vezlvey) = (zly)- (10) 
特别 对 于 任意 z e B 有 |lvzl| = jlzj|. 因此 (根据 2.2.2) w 可 以 唯一 地 延 拓 到 C 上 
连续 自 同 态 wi. 我 们 有 wo = 1, wrwvw = wirw. 等 式 (10) 推出 , 对 于 任意 的 >, ye C 
(wzhwy) = (zly). 


因此 wt 是 等 距 映 射 . 又 因为 tt 一 Wiewt = wo = 1, ws 还 是 西 算 子 . 这 样 (we )teR 
是 C 中 一 个 单 参数 西 算 子 群 . 这 个 单 参数 群 是 强 连续 的 ; 因为 对 于 ze B 和 z 在 4 
中 的 一 个 代表 元 f 而 言 , 我 们 有 


(uszlz) = (wzlz) = (flf) = >, m(s1— s2)f(s1+t)f(s2) 


s1, 5S2ER 


a >》， m(s1 一 s2 —t)f(s1)f(s2); 


51, 82€RR 


当 tm 0 时 , 最 后 这 个 表达 式 趋向 于 


D> m(si—s2)f(s1)f(s2) = (f|f) = (zz), 
81, 52ER 
因为 m 是 连续 的 ; 然后 再 应 用 6.2.2 就 可 以 了 . 
设 (pa)xer 是 (wi)ter 对 应 的 恒 等 映 射 的 分 解 . 设 fo 是 4 中 满足 fo(0) =1 而 
当 t 关 0 时 fo(t) =0 的 元 素 . 设 zo 是 fo 在 B 中 的 投影 像 . 我们 有 


十 oo 
m(t) = (wsfolfo) = (tszolzo) = (w_-tzo|zo) = / et d(pxzolzo)， 


从 而 mm 是 有 界 正 测度 d(pxzolzo) 的 Fourier 变换 . 
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